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Capítulo 1

Introducción

1.1. Organización de la Tesis

OBJETIVOS:

Estudio de la transformada de Fourier de distribuciones temperadas, con soporte compacto.

Análisis de la existencia y unicidad de soluciones de los problemas de contorno, en términos de
los coe�cientes difusivos, términos fuentes y condiciones de contorno.

Utilización de la transformada de Fourier para resolver problemas de difusión, de�nidos en
dominios no acotados, con términos fuentes y coe�cientes de difusión generalizados.

JUSTIFICACION
Las numerosas aplicaciones de los problemas de contorno en campos de la física y la tecnología, ha
requerido el estudio matemático que permita dilucidar la existencia y unicidad de sus soluciones, antes
de aplicar métodos de resolución. Algunos de estos requerimientos se pueden conseguir mediante la
aplicación de la transformada de Fourier, tanto en la ecuación diferencial como en las condiciones de
contorno e iniciales.
Por ejemplo, un problema de difusión puede expresarse del siguiente modo:

∂T

∂t
=

∂

∂x

[
k(x)

∂T

∂t

]
+ q(x, t) x ∈ Ω, t > 0

T (x, 0) = f(x) x ∈ Ω

T (x, t) = g(x, t) x ∈ ∂Ω, t > 0

donde k es el término difusivo, q el término fuente, f la condición incial y g la condición de contorno.
Se pretende estudiar el efecto del coe�ciente difusivo, el término fuente y las condiciones de contorno
e iniciales, sobre la solución del problema y las características que esta tendrá en función de estos
coe�cientes.
También es interesante notar que en otras aplicaciones no es posible determinar a priori la frontera
del problema, por lo que se toma un dominio su�cientemente grande (no acotado) para resolver el
problema de contorno. Una vez determinada la solución, se puede analizar el efecto de las condiciones
iniciales.
Por otro lado, en el dominio puede existir una interface en la cual el término fuente, el �ujo y por
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lo tanto la solución, sean discontinuas. Para tratar con la discontinuidad en el término fuente y en
el �ujo, el problema original se transforma en uno nuevo con una solución suave. Tal transformación
puede deducirse fácilmente mediante una extensión de discontinuidades en la dirección normal de
la interface, que es expresada como un conjunto de nivel nulo de una función tridimensional. La
interface puede ser considerada como una condición de borde arti�cial, la cual trunca el dominio
in�nito.
PLAN DE TRABAJO
Se estudiarán los siguientes tópicos:

1. Series de Fourier en espacios de Hilbert

2. Transformada de Fourier en los espacios Lp

3. Distribuciones temperadas y sus transformadas de Fourier

4. Análisis de la factibilidad de resolución de problemas de contorno, mediante la serie y trans-
formada de Fourier

5. Utilización de la serie y transformada de Fourier, para la demostración de los teoremas de
existencia y unicidad de las soluciones de los problemas de contorno.

1.2. Introdución Histórica

A lo largo de la historia diferentes disciplinas como la Ingeniería, la Física han empleado métodos
de análisis que tratan de reducir la complejidad matemática de un problema dado. Estas técnicas
se basan en la tranformación matemática de las ecuaciones, convirtiendo un problema complejo en
otro más sencillo. En general podemos decir que este método permite reducir la complejidad de las
ecuaciones mediante un proceso unívoco de cambio del dominio de las variables del problema.
Uno de estos métodos utiliza como herramienta la transformada de Fourier, que por ejemplo, obtiene
la información frecuencial de una determinada función. Este tipo de transformaciones tienen su re-
presentación en la naturaleza, como cuando escuchamos un sonido se sabe si éste es grave o agudo.
El cerebro interpreta el contenido de la información que le está llegando y es capaz de distinguir si
está compuesta de frecuencias predominantemente altas o si, por el contrario, las que la componen
son predominantemente bajas. Otra muestra presente en la naturaleza es la de la descomposición de
la luz solar en distintos colores, ya sea cuando se forma un arco iris o bien cuando ésta atraviesa
un prisma. En este caso, una radiación luminosa de composición incierta es descompuesta en haces
de luz coloreada, o señales, de frecuencia simple. Esto es en de�nitiva, lo que se persigue cuando se
habla de la Transformada de Fourier, o de la Serie de Fourier. Una herramienta matemática capaz
de extraer la información frecuencial de una forma de onda una vez conocido su comportamiento
temporal y viceversa.

La historia moderna de estas transformaciones comienza con Euler en 1748 que estudio los movi-
mientos vibratorios de la cuerda.
Fue en 1807, cuando Jean-Baptiste-Joseph Fourier presentó en la Academia Francesa de las Ciencias,
el resultado de unos estudios de la transmisión del calor en los que incluía un método de resolución
para las ecuaciones allí planteadas. Este método es el conocido como Transformada de Fourier. La
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presentación de su trabajo tuvo ilustres opositores como Euler, Laplace o Lagrange entre otros por
que no contenía nada nuevo y nada interesante. Y aunque la academia le concedió un premio por su
teoría, le acusó de ser poco riguroso en la obtención de los resultados. Y fue así que la publicación
de su trabajo no se llevó a cabo hasta 15 años después, con su libro titulado 'La teoría Analítica
del Calor' en 1822. La cual se convirtío en su obra cumbre, que podemos decir, que en realidad no
fue tanto su estudio del calor lo que lo hizo famoso sino el descubrir recursos matemáticos que más
adelante dio nacimiento a una nueva rama de la matemática conocida como Análisis Armónico que
hoy en día tiene múltiples aplicaciones, sólo por mencionar algunas, en electricidad en el análisis es-
pectral de una señal para corriente alterna, en el procesamiento digital de imágenes, en neurociencia,
en óptica, etc.

Jean B.Joseph Fourier

La Transformada clásica de Fourier en Rn aún es un área de investigación activa sobre todo en ob-
jetos más generales como las distribuciones.
Las series de Fourier pueden ser estudiadas convenientemente en el contexto de los Espacios de Hil-
bert, lo que nos da una conexión entre el análisis armónico y el análisis funcional.
Una de las ramas más modernas del análisis armónico, que tiene sus raíces a mediados del siglo XX,
es la de Grupos topológicos. La idea central que la motiva es la generalización de la Transformadas
de Fourier sobre estos espacios.
La Transformada de Fourier es una herramienta muy extendida y aceptada por innumerables se-
guidores, hasta tal punto que en 1867 Lord Kelvin llegó a a�rmar: �El teorema de Fourier no es
solamente uno de los resultados más hermosos del análisis moderno, sino que puede decirse además
que proporciona un instrumento indispensable en el tratamiento de casi todas las cuestiones de la
física moderna, por recónditas que sean.�

1.3. Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) de segundo or-

den

Daremos una introducción somera al estudio de las ecuaciones a derivadas parciales (EDP) más
concretamente a las de segundo orden.
Una EDP es una ecuación en la que la incógnita es una función de dos o más variables independientes
y en dicha ecuación aparecen derivadas parciales respecto de las variables independientes de la función
incógnita.
Se denomina orden de una EDP al mayor de los órdenes de las derivadas parciales que aparecen en la
misma. Así, por ejemplo, si u = u(x1, x2) es una función incógnita de las dos variables independientes

x1, x2 y F : R→ R es una función no constante dada, entonces la ecuación F

(
u+

∂4u

∂x4
1

)
= 0 es una

EDP de orden cuarto. Nosotros nos centraremos en EDP de segundo orden.
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Sea N un número entero mayor que 1. Una EDP de segundo orden en las N variables independientes
x1, x2, . . . xN y en la función incógnita u = u(x1, x2, . . . , xN) es una expresión de la forma:

F

(
x1, x2, . . . xN , u,

∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN
,
∂2u

∂x2
1

, . . . ,
∂2u

∂xixj
, . . . ,

∂2u

∂x2
N

)
= 0 (1.1)

donde F : V → R, con V ⊂ R(N+1)2 abierto, es una función continua dada, es decir con la notación
habitual F ∈ C0(V ).

Observación 1.3.1. En la de�nición, para simpli�car la notación, x = (x1, x2, . . . , xN), u = u(x),

Du =

(
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xi
, . . . ,

∂u

∂xN

)
el vector gradiente de u

D2u =

(
∂2u

∂x2
1

, . . . ,
∂2u

∂xi∂xj
, . . . ,

∂2u

∂x2
N

)
La matriz hessiana de u.

Con esta notación reescribimos la EDP (1.1) como:

F
(
x, u,Du,D2u

)
= 0 (1.2)

El concepto de solución de una EDP resulta importante. El análisis de dicho concepto que a primera
vista puede parecer evidente, ha dado lugar al desarrollo de nociones de gran importancia en la
actualidad, tales como las Distribuciones, los espacios de Sobolev, etc. Por el momento nos limitamos
a introducir el siguiente concepto.

De�nición 1.3.1. Una solución clásica de 1.2 es cualquier pareja (U, u) tal que:

1. U ⊂ RN es un abierto no vacío.

2. u ∈ C2(U)

3. (x, u(x), Du(x), D2u(x)) ∈ V , ∀x ∈ U

4. F (x, u(x), Du(x), D2u(x)) = 0, ∀x ∈ U

Se dice entonces, que u es solución de (1.2) en el abierto U .

De�nición 1.3.2. Una EDP lineal de segundo orden en las variables independientes x = (x1, x2, . . . , xN)
y con la incógnita u, es una EDP de la forma:

N∑
i,j=1

ai,j(x)
∂2u

∂xj∂xi
+

N∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u = f(x) (1.3)

donde ai,j, bi, c y f son funciones dadas en C0(Ω), con Ω un abierto en RN .

A las funciones ai,j, bi, c, las llamamos los coe�cientes de (1.3) mientras que la función f es el término
independiente de la ecuación.
Si f ≡ 0, se dice que (1.3) es homogénea. Si las funciones ai,j, bi, c son todas constantes de dice que
(1.3) es una EDP lineal de segundo orden con coe�cientes constantes.
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Observación 1.3.2. En (1.3) siempre supondremos, lo cual no resulta restrictivo, que ai,j =
aj,i

Una solución clásica de (1.3) es cualquier par (U, u) tal que U ⊂ Ω sea un abierto no vacío,
u ∈ C2(U) y
N∑

i,j=1

ai,j(x)
∂2u

∂xj∂xi
+

N∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xj
+ c(x)u = f(x), ∀x ∈ U

En el caso que f ≡ 0, el conjunto de todas las soluciones clásicas 1.3 de�nidas en un mismo
abierto U ⊂ Ω, es evidentemente, un subespacio vectorial de C2(U).

Otra dos clases muy importantes de EDP de segundo orden son las semilineales, que son de la
forma:

N∑
i,j=1

ai,j(x)
∂2u

∂xi∂xj
= f(x, u,Du)

y las EDP cuasilineales cuya forma general es:

N∑
i,j=1

ai,j(x, u,Du)
∂2u

∂xi∂xj
= f(x, u,Du)

De�nición 1.3.3. Diremos que F : V ⊂ R→ R es una función regular, si F ∈ C1(V ) es decir F y
todas sus derivadas primeras son continuas.

1.4. Clasi�cación de las EDP de segundo orden

Para poder dar una clasi�cación sencilla de las EDP de segundo orden, trabajaremos con una ecua-
ción semilineal de segundo orden en dos variables independientes (que denotaremos ahora x e y).
Cambiaremos la notación utilizada hasta ahora y denotaremos ux, uy, uxx, . . . a las distintas derivadas
parciales de la función u respecto de las variables independientes. Con esta notación consideramos

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy = d(x, y, u, ux, uy) (1.4)

donde a, b, c y d son funciones regulares dadas. El problema de Cauchy o problemas de valores
iniciales (PVI) para (1.4) consiste en hallar una solución u de (1.4) que veri�que condiciones dadas
para u, ux y uy sobre una curva dada γ del plano. Supongamos que γ viene dada en forma paramétrica
por

x(s) = f(s), y(s) = g(s), ∀s ∈ R,

y reescribamos sobre la curva γ los valores iniciales,

u |γ= h(s), ux |γ= φ(s), uy |γ= ψ(s) (1.5)

Basta derivar respecto de s en la primera condición inicial para darse cuenta de que obtenemos tres
condiciones para u sobre γ que impone las condiciones de compatibilidad

h′(s) = φ(s)f ′(s) + ψ(s)g′(s)
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sobre las condiciones iniciales. Razonando de manera parecida, también podemos obtener condiciones
de compatibilidad para las derivadas de mayor orden

uxx(f(s), g(s))f ′(s) + uxy(f(s), g(s))g′(s) = φ′(s),

uxy(f(s), g(s))f ′(s) + uyy(f(s), g(s))g′(s) = ψ′(s),

De este modo, si u(x, y) es solución de (1.4) con las condiciones iniciales (1.5) obtenemos que las
derivadas segundas de u a lo largo de la curva γ deben veri�car el sistema lineal

a(f(s), g(s))uxx + 2b(f(s), g(s))uxy +c(f(s), g(s))uyy = d(s)

f ′(s)uxx + g′(s)uxy = φ′(s)

f ′(s)uxy +g′(s)uyy = ψ′(s)

(1.6)

donde la función d(s) = d(f(s); g(s);h(s);φ(s);ψ(s)). Estas derivadas segundas quedan determina-
das de forma unívoca siempre que

∆(s) =

∣∣∣∣∣∣
a(f(s), g(s)) 2b(f(s), g(s)) c(f(s), g(s))

f ′(s) g′(s) 0
0 f ′(s) g′(s)

∣∣∣∣∣∣ = a(g′)2 − 2bf ′g′ + c(f ′)2 (1.7)

sea no nulo. En el caso contrario, es decir si ∆(s) = 0, el sistema (1.6) puede no tener solución y, en
caso de tenerla, tendría un número in�nito.

De�nición 1.4.1. Se dice que la curva γ es característica respecto de la ecuación (1.4) si ∆(s) = 0
a lo largo de γ . Se dice que γ no es característica (respecto de la ecuación (1.4)) si ∆(s) 6= 0 a lo
largo de γ .

La condición de curva característica (1.7) puede ser escrita

a(x, y)(dy)2 − 2b(x, y)(dxdy) + c(x, y)(dx)2 = 0.

Si a 6= 0, podemos despejar dy/dx y obtener la ecuación diferencial ordinaria (si c 6= 0, una ecuación
análoga se obtiene para dx/dy)

dy

dx
=
b(x, y)±

√
b2(x, y)− a(x, y)c(x, y)

a(x, y)
(1.8)

cuyas soluciones y = y(x) proporcionan las curvas características de (1.4).
La existencia o no de curvas características está asociada al signo de la cantidad

D(x, y) = a(x, y)c(x, y)− b2(x, y)

cantidad denominada discriminante de la ecuación (1.4) en el punto (x, y) ∈ U . Así podemos de�nir

De�nición 1.4.2. La ecuación (1.4) es llamada hiperbólica, parabólica o elíptica en el punto (x, y) ∈
U si el discriminante D de la ecuación en el punto (x, y) es negativo, nulo o positivo, respectivamente.
La ecuación (1.4) es hiperbólica, parabólica o elíptica en U si lo es en cada uno de sus puntos.

Ahora podemos deducir que:
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Si (1.4) es hiperbólica en U existen dos curvas características de la ecuación funcionalmente
independientes.

Si (1.4) es parabólica en U entonces, existe una única curva característica de la ecuación fun-
cionalmente independiente.

Si (1.4) es elíptica en U , entonces la ecuación no posee curvas características (reales).

Observación 1.4.1. Es posible generalizar el concepto de curva característica a hipersuper�cie
característica tanto al caso de la EDP lineal N -dimensional (1.3) como al caso de EDP no lineales.
El concepto de hipersuper�cie característica está íntimamente relacionado con el importante teorema
de Cauchy-Kovalévskaya que a�rma la existencia de solución local analítica de un problema de Cauchy
para un sistema de EDP con condición inicial sobre una hipersuper�cie no característica cuando los
coe�cientes de la ecuación, el dato inicial y la hipersuper�cie son analíticos .

1.5. Reducción de EDP lineales a la forma canónica. Clasi�-

cación en el caso general

Nos planteamos ahora, establecer una clasi�cación de ecuaciones lineales de segundo orden en el
caso general N > 2. Probaremos que cuando consideramos ecuaciones con coe�cientes constantes,
éstas pueden reducirse a una forma simpli�cada denominada canónica. En el caso particular N = 2
haremos esta reducción en el caso semilineal con coe�cientes variables. Empezamos a trabajar en
este último caso.

1.5.1. Caso N=2

Consideramos la ecuación semilineal (1.4). Nos planteamos encontrar un cambio local de variables
independientes en un entorno O de un punto (x0, y0) ∈ Ω dado por{

s = φ(x, y)

t = ψ(x, y) con φ, ψ ∈ C2(O)

con jacobiano φxψy − φyψx no nulo en O y tal que la ecuación (1.4) se transforme en ust =
g(s, t, u, us, ut) con s, t variando en el abierto imagen. Supondremos también que no todos los coe�-
cientes son nulos en (x0, y0). Utilizando la regla de la cadena y tras un sencillo cálculo obtenemos

ux = usφx + utψx

uy = usφy + utψy

uxx = uss(φx)
2 + 2ustφxψx + utt(ψx)

2 + usφxx + utψxx

uxy = ussφxφy + ust(φxψy + ψyψy) + uttψxψy + usφyx + utψyx

uyy = uss(φy)
2 + 2ustφyψy + utt(ψy)

2 + usφyy + utψyy

11



Llevando este cambio a la ecuación (1.4) y pasando todas las derivadas de primer orden al segundo
miembro, llegamos a la ecuación en las nuevas variables

A(s, t)uss + 2B(s, t)ust + C(s, t)utt = g(s, t, u, us, ut) (1.9)

cuyos coe�cientes vienen dados por

A = a(φx)
2 + 2bφxφy + c(φy)

2

B = aφxψx + b(φxψy + φyψx) + cφyψy

C = a(ψx)
2 + 2bψxψy + c(ψy)

2

El discriminante de la nueva ecuación (1.9) viene dado por

D̃ = (φxψy − φyψx)2D(x, y)

lo que demuestra que el signo de este discriminante es invariante bajo la transformación de variables
anterior.

1.5.2. Caso hiperbólico

Supongamos que la ecuación (1.4) es hiperbólica en (x0, y0) y por comodidad, supongamos que
a(x0, y0) 6= 0 (si fuese c(x0, y0) 6= 0 razonaríamos de manera análoga intercambiando los papeles de
las variables; si ambos coe�cientes fuesen cero, ya tendríamos la ecuación en su forma canónica). Para
anular los coe�cientes A y C de (1.9), bastaría tomar como funciones φ y ψ dos curvas características
de la ecuación (1.4). En concreto, podemos tomar las funciones de la forma

φ(x, y) = y1(x)− y
ψ(x, y) = y2(x)− y

con y1 e y2 soluciones locales de las ecuaciones diferenciales (1.8) que pasan por el punto (x0, y0). El
jacobiano de la transformación viene dado por

φxψy − φyψx = y′2 − y′1 = −2

a

√
b2 − ac

que, evidentemente es no nulo en un entorno del punto. De la expresión del discriminante D̃ y
teniendo en cuenta que A y C son nulos, deducimos que B2 > 0. Dividiendo la nueva ecuación por
el coe�ciente B, llegamos a la forma canónica

ust = F (s, t, u, us, ut)

Un cambio de variables adicional σ = s+ t, τ = s− t, transforma esta ecuación

uσσ − uττ = G(σ, τ, u, uσ, uτ )

en la conocida ecuación de ondas semilineal. En este caso hiperbólico, se dice que esta última ecua-
ción es la forma canónica de (1.4).
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1.5.3. Caso parabólico

Supongamos ahora que la ecuación (1.4) es parabólica en (x0, y0) y, de nuevo, que el coe�ciente a es
no nulo en (x0, y0). En este caso, la ecuación diferencial (1.8) se reduce a una única ecuación. Sea
y1 la solución de dicha ecuación que pasa por (x0, y0) y consideremos ψ(x, y) = y1(x) − y y φ una
función regular tal que el jacobiano φxψy − φyψx sea no nulo en un entorno de (x0, y0). En este caso
el coe�ciente C es idénticamente nulo y, gracias al carácter parabólico de la ecuación, B2 −AC = 0,
obtenemos B ≡ 0. Dividiendo la ecuación por el coe�ciente A (necesariamente no nulo) llegamos

uss = F (s, t, u, us, ut)

la forma canónica para ecuaciones parabólicas semilineales de segundo orden en dos variables inde-
pendientes.

1.5.4. Caso elíptico

Por simplicidad, discutiremos este último caso cuando la ecuación (1.4) sea de coe�cientes constantes,
es decir, cuando a, b y c ∈ R.
Si la ecuación es elíptica (en R2) tenemos que los coe�cientes a y c son no nulos. En este caso la
ecuación (1.8) no admite soluciones reales, pero, sin embargo, sí admite dos soluciones complejas
y1(x) = λx y y2(x) = λ̄x donde λ = α + iβ y λ̄ son las soluciones de la ecuación aλ2 − 2bλ + c = 0.
Podríamos razonar como en el caso hiperbólico y tomar φ(x, y) = y1(x) − y y ψ(x, y) = y2(x) − y,
pero para trabajar en el campo real consideraríamos las partes reales e imaginarias de las funciones
anteriores. De esta manera, dado el cambio{

s = 1
2
(φ+ ψ) = αx− y

t = 1
2i

(φ− ψ) = βx

Es fácil comprobar que este cambio tiene jacobiano no nulo, que el coe�ciente B de la ecuación en
las nuevas variables se anula y que A = C 6= 0. Dividiendo por este último coe�ciente, obtenemos la
forma canónica:

uss + utt = F (s, t, u, us, ut)

que es la ecuación de Laplace semilineal.

1.5.5. Caso General

Consideramos en este caso la ecuación lineal de segundo orden con coe�cientes constantes

N∑
i,j=1

ai,j
∂2u

∂xj∂xi
+

N∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu = f (1.10)

con f ∈ C0(Ω), siendo Ω ⊂ RN abierto, donde ai,j = aj,i, bi, c ∈ R dados. Denotemos por A a la
matriz simétrica A = (ai,j). Sea p ≥ 0 el número de autovalores positivos de A y q ≥ 0 el número de
autovalores negativos de A, en ambos casos, contando a cada autovalor tantas veces como indique su
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multiplicidad. Evidentemente, p + q es el rango de A. Por la ley de inercia de Sylvester, existe una
matriz real N ×N no singular, que denotaremos por P , tal que

A = PDP t, con D =

Ip 0 0
0 −Iq 0
0 0 0


con Ip e Iq denotan respectivamente la matriz identidad p× p y q × q.
En el caso en que p ó q es igual a N , se dice que la ecuación (1.10) es elíptica. Si (p, q) = (N −1, 1) ó
(p, q) = (1, N − 1), se dice que la ecuación (1.10) es hiperbólica. Finalmente, se dice ecuación (1.10)
es parabólica si (p, q) = (N − 1, 0) ó (p, q) = (0, N − 1), y la componente N -ésima del vector P−1b,
donde b = (b1, . . . , bN)t, es no nula.
Se puede demostrar el resultado siguiente:

Teorema 1.5.1. Con la notación precedente, consideremos el cambio de variables independientes y
de función incógnita dado por

y = P−1x, v(y) = uxeg(y)

donde

g(y) =
1

2

p∑
i=1

[Pb]iyi −
1

2

p+q∑
i=p+1

[Pb]i

en estas nuevas variables, la ecuación (1.10) se transforma, según los casos, como sigue:

1. Si (1.10) es elíptica, la ecuación se transforma en

N∑
i=1

∂2v

∂y2
i

+ kv = h(y) (1.11)

donde k ∈ R y h ∈ C0(P−1(Ω)).

2. Si la ecuación (1.10) es hiperbólica, ésta se transforma en

∂2v

∂y2
N

−
N−1∑
i=1

∂2v

∂y2
i

+ kv = h(y) (1.12)

donde k ∈ R y h ∈ C0(P−1(Ω)).

3. Si la ecuación (1.10) es parabólica, ésta se transforma en

[Pb]N
∂v

∂yN
+ δ

N−1∑
i=1

∂2v

∂y2
i

+ kv = h(y) (1.13)

donde k ∈ R y h ∈ C0(P−1(Ω)), y δ = 1 si p = N − 1 ó δ = −1 si q = N − 1.
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Observación 1.5.1. En los casos 1. y 2. del teorema precedente, las ecuaciones (1.11) y (1.12)
son denominadas, respectivamente, la forma canónica de (1.10) cuando ésta es elíptica ó cuando es
hiperbólica. En el caso 3., multiplicando si es preciso (1.13) por -1, ésta queda en la forma

α
∂v

∂yN
−

N−1∑
i=1

∂2v

∂y2
i

+ βv = l(y) (1.14)

donde α ∈ R con α 6= 0, β ∈ R, l ∈ C0(P−1(Ω)).
Si en (1.14) hacemos el cambio de variables

yN = αt, w(y − 1, . . . , yN−1, t) = v(y − 1, . . . , yN−1, αt)e
βt

se obtiene la denominada forma canónica de la ecuación (1.10) en el caso parabólico:

∂w

∂t
−

N−1∑
i=1

∂2v

∂y2
i

= l̂(y − 1, . . . , yN−1, t) (1.15)
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Capítulo 2

Problemas Iniciales, de Contorno y Mixtos

2.1. Problemas a Resolver

Nuestro estudio se centrará en las ecuaciones de Calor, Laplace, Poisson y de Ondas, que como podre-
mos apreciar mas adelante, son tres E.D.P. lineales de segundo orden con los coe�cientes constantes,
veremos sus respectivas representaciones canónicas. Recordemos que no existe una teoría general
de las Ecuaciones Difenciales Parciales (EDP), lo que podemos desarrollar son teorías generales de
�tipo� de EDP. Además, no todas resultan tener el mismo interés, algunas sólo tienen un interés
académico, mientras que la importancia de otras reside en tener su origen en problemas de la física
y de otras ciencias de la naturaleza ó en las matemáticas mismas.
De manera similar a lo que sucede con las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, los problemas en
la práctica que se plantean para las E.D.P. suelen consistir en añadir a la ecuación una o varias
condiciones adicionales que la solución debe satisfacer. Como veremos a continuación en el caso de
las EDP. lineales de segundo orden con coe�cientes constantes el comportamiento frente a un mismo
conjunto de condiciones varía de una ecuación a otra.
Supongamos �jada una función ϕ ∈ C1(R) y consideremos los problemas:

(a)



∂2u

∂x1∂x2

= 0 en R2

u(x1, 0) = 0 en R

∂u

∂x2

(x1, 0) = ϕ(x1) en R

(b)



∂2u

∂x2
1

− ∂u

∂x2

= 0 en R2

u(x1, 0) = 0 en R

∂u

∂x2

(x1, 0) = ϕ(x1) en R

(c)



∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

= 0 en R2

u(x1, 0) = 0 en R

∂u

∂x2

(x1, 0) = ϕ(x1) en R

(d)



∂2u

∂x2
1

− ∂2u

∂x2
2

= 0 en R2

u(x1, 0) = 0 en R

∂u

∂x2

(x1, 0) = ϕ(x1) en R
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Para los cuatro problemas nos planteamos hallar una solución clásica global, es decir, una función
u ∈ C2(R2) tal que satisfaga las condiciones (denominadas iniciales):

u(x1, 0) = 0,
∂u

∂x2

(x1, 0) = ϕ(x1), ∀x1 ∈ R

y también veri�que la EDP correspondiente en todo R2. Analicemos qué sucede en cada uno de los
cuatro problemas.
Problema(a):
Si u es solución de (a) entonces se debe cumplir que ϕ′(x1) = 0, ∀x1 ∈ R ya que;

∂u

∂x2

(x1, 0) = ϕ(x1)⇒ ∂2u

∂x1∂x2

(x1, 0) = ϕ′(x1) = 0

Es decir que para que el problema (a) posea solución clásica global, es necesario que ϕ sea una
constante, esta condición es lo que se denomina condición de compatibilidad para el problema (a).
Por otra parte si ϕ ≡ c el problema (a) posee in�nitas soluciones, así por ejemplo, todas las funciones
de la forma u(x1, x2) = cx2 + ax2

2, con a ∈ R arbitrario son solución de (a).
En resumen, en caso de existir solución, son in�nitas.
Problema(b):
Si u es solución de (b) entonces en particular

∂2u

∂x2
1

=
∂u

∂x2

pero u(x1, 0) = 0, ∀x1 ∈ R entonces
∂2u

∂x2
1

= 0, ∀x1 ∈ R

pero se debe cumplir
∂u

∂x2

(x1, 0) = ϕ(x1) luego ϕ ≡ 0. Es decir, el problema (b) posee solución si y

sólo si, ϕ es idénticamente nula. Observemos que la conclusión parece natural si pensamos que la
EDP en (b) es de primer orden en la variable x2, mientras que se están imponiendo dos condiciones
en x2.
Problema(c):
Si proponemos u como solución de (c), entonces la función de�nida por:

v(x1, x2) =

∫ x1

0

∂u

∂x2

(s, 0)ds−
∫ x2

0

∂u

∂x1

(x1, t)dt, ∀(x1, x2) ∈ R2

es de clase C1 en R2 y además

∂v

∂x2

= − ∂u

∂x1

en R2 y para todo (x1, x2) ∈ R2

∂v

∂x1

(x1, x2) =
∂u

∂x2

(x1, 0)−
∫ x2

0

∂2u

∂x2
1

(x1, t)dt =
∂u

∂x2

(x1, 0) +

∫ x2

0

∂2u

∂x2
2

(x1, t)dt =
∂u

∂x2

(x1, x2)

luego las funciones u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo R2, lo que implica u
es función analítica de R2 y por lo tanto ϕ tiene que ser una función analítica en R. En consecuencia
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si ϕ no es una función analítica el problema (c) no posee solución clásica.
Problema (d):
Se puede comprobar que

u(x1, x2) =
1

2

∫ x1+x2

x1−x2
ϕ(s)ds

es una solución del problema (d). Y se puede demostrar que esta solución es única para cualquier
ϕ ∈ C1(R2).

Observación 2.1.1. Tratamos de ver el comportamiento bajo las mismas condiciones iniciales
para EDP de segundo orden lineales y semilineales y que no es posible, �a priori�, a�rmar cuando
tendremos: solución, solución única o no existe solución, por esa razón dijimos que no contamos
con una teoría general para las EDP.

Los problemas de las EDP dependen de las condiciones de contorno para poder encontrar:
solución, solución única o la no existencia de la misma. Por eso decimos que las EDP están
fuertemente condicionadas a los valores de contorno.

2.2. Las Ecuaciones de Laplace, de Calor y de Onda

Consideremos las tres EDP siguientes:

−∆u(x) = f(x), (2.1)
∂2u

∂t2
(x, t)− c2∆u(x, t) = f(x, t), (2.2)

∂u

∂t
(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t), (2.3)

donde ∆u es el laplaciano de u en las variables x = (x1, . . . , xN) y viene dado por ∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

,

siendo N ≥ 1 y c en (2.2) es una constante positiva dada.
A (2.1) se la denomina ecuación de Poisson, y en el caso particular en que f ≡ 0, es conocida como
la ecuación de Laplace.
A(2.2) se la denomina ecuación de ondas y (2.3) se la denomina ecuación de calor.
Las tres ecuaciones, pueden ser consideradas representaciones canónicas de un gran número de EDP
lineales de segundo orden con coe�cientes constantes, y éstas tres aparecen en problemas fundamen-
tales de la física.
La ecuación de Poisson aparece en teoría de campos (electroestáticos, gravitatorios, etc). La ecuación
de Laplace, cuando N = 2, aparece en la teoría de funciones de variable compleja.
La ecuación (2.3), para N ≤ 3, describe bajo hipótesis físicas adecuadas, y tras normalización ,
la evolución de la temperatura u(x, t), en cada instante t y en cada punto x ∈ RN , de un cuerpo
sometido a una fuente de calor determinada por f(x, t).
Por otra parte la ecuación (2.2) describe en el caso N = 1, y bajo hipótesis adecuadas, las pequeñas
vibraciones de una cuerda elástica. El origen histórico de la ecuación reside en el estudio de las
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vibraciones de la cuerda de un violín. Finalmente , si N = 2 ó N = 3, la ecuación (2.2) describe la
propagación de ondas acústicas o electromagnéticas en el vacío.
Las ecuaciones de Laplace y de Poisson son denominadas EDP estacionarias, es decir que no dependen
del tiempo, mientras que las ecuaciones de ondas y de calor se dice que son de evolución.
Aparte de las tres antes citadas, hay muchas otras EDP que aparecen en la Física. Por ejemplo, si
estudiamos la propagación de ondas en un medio físico no vacío, aparece una EDP que resulta de
añadir en el primer término de la ecuación (2.2) un término de rozamiento, obteniéndose la ecuación

∂2u

∂t2
− c2∆u+

∂u

∂t
= f(x, t), (2.4)

que se conoce como la ecuación del telegra�sta, y que aproxima bien, por ejemplo, a la propagación
de ondas de radio en la atmósfera.

2.3. Problemas de Valores Iniciales, de Contorno y Mixtos

Usamos la notación ut, utt para designar a
∂u

∂t
y
∂2u

∂t2
respectivamente . De la misma forma se usará

ux, uxx cuando x es unidimensional. Planteamos a continuación varios de los problemas para las tres
EDP (2.1), (2.2) y (2.3).
En primer lugar, veamos los problemas de valores iniciales (o problemas de Cauchy) para las EDP
de calor y de ondas.
a) El problema de valores iniciales para la EDP del calor puede ser formulado como el problema de
hallar una función u : RN × [0,+∞)→ R tal que,

(PCC)

{
ut −∆u = f en RN × (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x) ∀x ∈ RN

donde f : RN × (0,+∞)→ R y u0 : RN → R son funciones dadas.
b) El problema de valores iniciales para la EDP de ondas se formula como el problema de hallar una
función u : RN × [0,+∞)→ R tal que,

(PCO)

{
utt − c2∆u = f en RN × (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) ∀x ∈ RN

donde f : RN × (0,+∞)→ R , u0 : RN → R y u1 : RN → R son funciones dadas.
Desde el punto de vista de las aplicaciones, resultan de gran interés un tipo diferente de problemas
(mas que los PVI). Restringiéndonos a las tres ecuaciones �modelos�(la de Poisson, de Calor, Ondas)
tenemos los problemas de contornos (en el caso de la ecuación de Poisson) y los mixtos, es decir
donde tenemos valores iniciales y de contorno (el caso de la ecuación de calor y ondas).
Como podemos ver en algunos ejemplos, la diferencia entre los dos tipos de problemas viene deter-
minado por la presencia de la variable �tiempo� en la ecuación.
Ejemplos básicos de estos tipos de problemas son los siguientes:
c) El Problema de Dirichlet para la ecuación de Poisson.
En términos imprecisos, sólo para ilustrar el problema podemos formularlo como sigue. Dado Ω ⊂ RN
un conjunto abierto acotado de frontera ∂Ω y las funciones: f : Ω → R y g : ∂Ω → R, hallar una
función u : Ω→ R tal que
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(PDP )

{
−∆u = f en Ω

u = g sobre ∂Ω

Precisando más y suponiendo f ∈ C0(Ω) y g ∈ C0(∂Ω), se de�ne una solución (clásica) de (PDP )
como cualquier función u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) tal que −∆u(x) = f(x), ∀x ∈ Ω y u(x) = g(x) ∀x ∈ ∂Ω.
Es posible encontrar una solución �más débil� de PDP.
d) Problema Mixto de Cauchy-Dirichlet para la ecuación de calor.
También en términos imprecisos, este problema se formula como sigue. Dado Ω ⊂ RN , conjunto
abierto acotado, T ∈ (0,+∞], f : Ω × (0, T ) → R, g : ∂Ω × (0, T ) → R y u0 : Ω → R, hallar una
función u : Ω× [0, T ]→ R tal que

(PCDC)


ut −∆u = f en Ω× (0, T )

u = g sobre ∂Ω× (0, T )

u(x, 0) = u0(x) en Ω

Existen varias nociones de solución para el problema (PCDC).
Podemos considerar un caso particular (PCDC) cuando N = 1 y Ω ⊂ R es un intervalo de la forma
(0, l). En este caso ∂(0, l) = {0, l}, el problema (PCDC) suele escribirse como:

(PCDC)


ut − uxx = f en (0, l)× (0, T )

u(x, 0) = u0(x) en (0, l)

u(0, t) = α(t), u(l, t) = β(t), t ∈ (0, T )

siendo f : (0, l)× (0, T )→ R, u0 : (0, l)→ R, α : (0, T )→ R y β : (0, T )→ R funciones dadas.
e) El Problema Mixto de Cauchy-Dirichlet para la ecuación de onda.
El problema consiste en, dados los datos Ω, T , f , g y u0 como el problema (PCDC), más u1 : Ω→ R
y c > 0 en hallar una función u : Ω× [0, T ]→ R tal que:

(PCDO)


utt − c2∆u = f en Ω× (0, T )

u = g sobre ∂Ω× (0, T )

u(x, 0) = u0(x) en Ω

ut(x, 0) = u1(x) en Ω

como en el caso anterior, existen varios conceptos posibles de solución del problema (PCDO).
De manera análoga al caso particular de (PCDO) cuando N = 1 y Ω ⊂ R es un intervalo de la
forma(0, l). En cuyo caso, el problema (PCDO) suele escribirse como:

(PCDO)



utt − c2uxx = f en (0, l)× (0, T )

u(x, 0) = u0(x) en (0, l)

ut(x, 0) = u1(x) en (0, l)

u(0, t) = α(t) en (0, T )

u(l, t) = β(t) en (0, T )

siendo f : (0, l) × (0, T ) → R, u0 : (0, l) → R, u1 : (0, l) → R, α : (0, T ) → R y β : (0, T ) → R
funciones dadas.
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El punto clave en el análisis de los problemas anteriores es el concepto de solución.
Una vez establecido el concepto de solución, el análisis de cualquiera de estos problemas pasa en
primera instancia por establecer resultados de existencia y/o unicidad de la solución, �dependencia
continua� respecto de los datos, etc.
Naturalmente, otro punto importante consiste en establecer métodos de cálculo de las soluciones.
A continuación mencionaremos algunos métodos y teoremas que consideramos relevantes para abor-
dar los distintos problemas mixtos.

2.4. Separación de Variables

El método de separación de variables es, en principio, aplicable a EDP lineales de segundo orden en
dos variables independientes x e y de la forma:

a1(x)uxx + a2(x)ux + a3(x)u+ b1(y)uyy + b2(y)uy + b3(y)u = 0

La idea consiste en buscar soluciones de la EDP de la forma X(x)Y (y), es decir, con las variables
separables o separadas, y de tal forma que satisfagan parte de las condiciones (las homogéneas de
contorno) que aparezcan junto con la EDP. De esta forma se suele obtener una sucesión de funciones
un(x, y) = Xn(x)Yn(y), y a partir de ellas se busca la solución u del problema como una serie de las
un. En este proceso se obtiene una solución formal para la cual, a posterior, hay que estudiar en que
sentido converge, y en que sentido de�ne una solución del problema de que se trate.
Para ilustrar mejor el método consideremos el siguiente problema de Cauchy-Dirichlet para la ecua-
ción de ondas unidimensional

utt − uxx = 0 en (0, 1)× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x) en (0, 1)

ut(x, 0) = 0 en (0, 1)

u(0, t) = u(1, t) = 0 en t > 0

 (2.5)

con u0 : (0, 1)→ R dada.
La idea del método de separación de variables para resolver (2.5) consiste en buscar, soluciones
u ∈ C2([0, 1]× [0,+∞)) no idénticamente nulas del problema auxiliar

utt − uxx = 0 en (0, 1)× (0,+∞)

u(0, t) = u(1, t) = 0 en t > 0

}
(2.6)

Obsérvese que el conjunto de todas las soluciones u ∈ C2([0, 1]× [0,+∞)), constituye un subespacio
vectorial de C2([0, 1]× [0,+∞)). Dado que, cualquier combinación lineal �nita de soluciones de (2.6)
es también solución de (2.6).
Para buscar soluciones no nulas de (2.6), se separan las variables, buscando que u sea de la forma
u(x, t) = X(x)T (t), con x ∈ C2([0, 1]) y T ∈ C2([0,+∞)).
Si exigimos que u satisfaga la EDP, obtenemos la siguiente expresión X ′′T = XT̈ (donde X ′ = dX

dx
,

Ṫ = dT
dt
) como la solución no es idénticamente nula podemos escribir

X ′′

X
=
T̈

T
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donde el único modo de que se cumpla esta igualdad es que ambos sean igual a una constante

X ′′

X
=
T̈

T
= λ

La solución propuesta debe satisfacer las condiciones de contorno u(0, t) = u(1, t) = 0, por lo tanto
X(0) = X(1) = 0.
Luego obtenemos el siguiente problema de autovalores o también llamado problema de Sturm-
Liouville

X ′′ = λX

X(0) = X(1) = 0

}
(2.7)

Es decir, buscamos los valores λ ∈ R para los que (2.7) tiene solución X no idénticamente nula. Se
puede comprobar que este es el caso si y solo si λ = −n2π2 con n = 1, 2, . . .. Cualquier solución de
(2.7) es un múltiplo de Xn(x) = sen(nπx).
Por otro lado, para λ = −n2π2, la ecuación diferencial ordinaria T̈n = −n2π2Tn tiene por solución
general

Tn(t) = An cos(nπt) +Bn sen(nπt)

Recordemos que cualquier combinación lineal �nita de soluciones de (2.6) es también solución de
(2.6). En consecuencia, para todo entero m ≥ 1, la función

um(x, t) =
m∑
n=1

(An cos(nπt) +Bn sen(nπt)) sen(nπx)

con An y Bn constantes arbitrarias, es solución de (2.6) pero para poder encontrar una solución de
(2.5) esta debe ser de la forma

u(x, t) =
∞∑
n=1

(An cos(nπt) +Bn sen(nπt)) sen(nπx)

que debe cumplir las condiciones u(x, 0) = u0(x) y ut(x, 0) = 0. Para poder encontrar ut debemos
derivar término a término la serie u(x, t) y obtenemos

ut(x, t) =
∞∑
n=1

(−nπAn sen(nπt) + nπBn cos(nπt)) sen(nπx)

que debe cumplir que ut(x, 0) = 0, podemos concluir que esto se cumple si Bn = 0, ∀n ≥ 1
Luego, se obtiene como solución (en principio formal)

u(x, t) =
∞∑
n=1

An cos(nπt) sen(nπx) (2.8)

a la que le imponemos la condición u(x, 0) = u0(x), es decir,

u0(x) =
∞∑
n=1

An sen(nπx), x ∈ (0, 1) (2.9)
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Si u0 es una combinación lineal �nita de funciones sen(nπx), es decir, u0 es de la forma:

u0(x) =
m∑
n=1

γn sen(nπx)

con γn ∈ R constantes dadas, la condición (2.9) conduce a An = γn, si 1 ≤ n ≤ m, y An = 0, si
n > m luego la solución formal dada por (2.8) pasa a ser

u(x, t) =
m∑
n=1

γn cos(nπt) sen(nπx)

donde se puede comprobar que es una solución(clásica) de (2.5) en el sentido de que pertenece a
C2([0, 1] × [0,+∞)), satisface la ecuación de ondas en todo punto de [0, 1] × [0,+∞), y satisface
u(x, 0) = u0(x) y ut(x, 0) = 0 ∀x ∈ [0, 1] y u(0, t) = u(1, t) = 0 ∀t ∈ [0,+∞).
Ahora analicemos lo siguiente: Si u0 no es una combinación lineal �nita de funciones de sen(nπx),
pero pertenece a L2(0, 1), es decir, si denotamos

A∗n = 2

∫ 1

0

u0(x) sen(nπx) n ≥ 1 (2.10)

entonces

u0(x) =
∞∑
n=1

A∗n sen(nπx)

donde la serie converge a u0 en L2(0, 1), en otras palabras la serie converge en media cuadrática a
u0. Luego (2.8) y (2.9) nos conducen a que A∗n = An para todo n ≥ 1 y por lo tanto obtenemos como
solución formal de (2.5)

u(x, t) =
∞∑
n=1

A∗n cos(nπt) sen(nπx) (2.11)

con los A∗n dados por (2.10)

Observación 2.4.1. El problema (2.5) es factible de resolver utilizando el Método de Separa-
ción de Variables, si u0(x) admita desarrollo en serie de Fourier.

Si en el problema (2.5) además se tiene la condición ut(x, 0) = u1(x) será factible de resolver
utilizando el método descripto, si tanto u0(x) y u1(x) ambas admiten desarrollo en serie de
Fourier y An, Bn son los coe�cientes de Fourier de u0(x) y u1(x) respectivamente.

Para poder determinar An, Bn dependemos de las condiciones iniciales por esa razón decimos
que el problema (2.5) esta fuertemente condicionado .

2.5. Algunos Resultados de Convergencia para Desarrollo en

Series de Fourier

Antes de aplicar el método de separación de variables a la ecuación de calor unidimensional, veamos
algunos resultados referentes a las series de Fourier. Estas series, aunque ya fueron utilizadas por
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J. Bernoulli y L. Euler para el análisis del problema de la cuerda vibrante, deben su nombre a J.
Fourier, que en su teoría �Théorie Analytique de le Chauler�(1822) las introdujo para el estudio de
problemas de difusión del calor.
En primer lugar, recordemos que el conjunto de funciones{

1√
2π
,

1√
π

cos(nx),
1√
π

sen(nx), . . .

}
n ≥ 1 (2.12)

constituyen una base ortonormal de L2(−π, π), luego se cumple que ∀f ∈ L2(−π, π), si denotamos

an =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos(nt)dt n ≥ 0 (2.13)

bn =
1

π

∫ π

−π
f(t) sen(nt)dt n ≥ 1 (2.14)

entonces la serie
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sen(nx)) (2.15)

se denomina serie de Fourier de f respecto a la base dada por (2.12), converge a f en L2(−π, π), es
decir que, si por cada entero m ≥ 1 denotamos por Sm(suma parcial) a la función

Sm(x) =
a0

2
+

m∑
n=1

(an cos(nx) + bn sen(nx))

se cumple

ĺım
m→∞

∫ π

−π
|f(x)− Sm(x)|2 dx = 0

decimos que f converge en media cuadrática.
Dado ahora un intervalo cerrado y acotado [a, b] ⊂ R mediante un cambio de variables

x =
2π(s− a)

(b− a)
− π

que transforma de manera biyectiva [a, b] en [−π, π], es posible obtener una base ortonormal nume-
rable de L2(a, b) a partir de (2.12). La cual podemos denotar

ϕ(s) = cos

(
n

(
2π(s− a)

b− a
− π

))
∀n ≥ 0

ψ(s) = sen

(
n

(
2π(s− a)

b− a
− π

))
∀n ≥ 1

 (2.16)

entonces para cada f ∈ L2(a, b) la serie

A0

2
+
∞∑
n=1

(Anϕn(s) +Bnψn(s)) (2.17)
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con

An =
2

b− a

∫ b

a

f(σ)ϕn(σ)dσ ∀n ≥ 0

Bn =
2

b− a

∫ b

a

f(σ)ψn(σ)dσ ∀n ≥ 1

 (2.18)

converge a f ∈ L2(a, b) y An, Bn vienen dadas por (2.18), entonces se satisface la identidad de
Parseval

2

b− a

∫ b

a

f 2(s)ds =
A2

0

2
+
∞∑
n=1

(A2
n +B2

n) (2.19)

en consecuencia
∞∑
n=1

(A2
n +B2

n) < +∞, y en particular ĺım
n→∞

An = ĺım
n→∞

Bn = 0

Observación 2.5.1. En el caso particular en que [a, b] = [−l, l] con l > 0 las expresiones (2.17) y
(2.18) adoptan la forma

A0

2
+
∞∑
n=1

(
An cos

(nπs
l

)
+Bn sen

(nπs
l

))
(2.20)

y

An =
1

l

∫ l

−l
f(σ) cos

(nπσ
l

)
dσ ∀n ≥ 0

Bn =
1

l

∫ l

−l
f(σ) sen

(nπσ
l

)
dσ ∀n ≥ 1

 (2.21)

Con la serie (2.20) convergente a f en L2(−l, l).

Si f ∈ L2(−l, l) y es una función par, es decir, si f(−s) = f(s) en casi todo punto en (−l, l),
entonces Bn = 0 para todo n ≥ 1. Análogamente, si f ∈ L2(−l, l) es una función impar, es decir,
si f(−s) = −f(s) en casi todo punto (ctp) de (−l, l) entonces An = 0 para todo n ≥ 0. Luego,
dada una función f ∈ L2(0, l) considerando fimpar, la prolongación impar de f a (−l, l), y fpar, la
prolongación par de f a (−l, l),podemos hablar de desarrollo en senos o en cosenos de f . Es decir, si
f ∈ L2(0, l) y denotamos

A∗n =
2

l

∫ l

0

f(σ) cos
(nπσ

l

)
dσ ∀n ≥ 0

B∗n =
2

l

∫ l

0

f(σ) sen
(nπσ

l

)
dσ ∀n ≥ 1

 (2.22)

entonces las series

A∗0
2

+
∞∑
n=1

A∗n cos
(nπs

l

)
(2.23)

y
∞∑
n=1

B∗n sen
(nπs

l

)
(2.24)
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convergen ambas a f en L2(0, l) ya que la serie de�nida por (2.23) converge a fpar, y la serie de�nida
por (2.24) converge a fimpar, en ambos casos en L2(−l, l).
Volviendo al caso general de un intervalo [a, b] ⊂ R, damos a continuación un criterio sencillo que
garantiza la convergencia absoluta y uniforme , en todo [a, b], de la serie (2.17) a f .

Teorema 2.5.1. Sea f ∈ C0[a, b] tal que f(a) = f(b), y supongamos que existe una función g ∈
L2(a, b) tal que

f(s) = f(a) +

∫ s

a

g(σ)dσ ∀s ∈ [a, b] (2.25)

bajo estas condiciones, la serie de Fourier dada por (2.17) converge absoluta y uniformemente a f
en el intervalo [a, b].

Demostración. Sea f que cumple las condiciones del teorema. Basta con demostrar que la serie
(2.17) converge absoluta y uniformemente en el intervalo [a, b], ya que en tal caso (2.17) converge en
C0[a, b] a una función f̃ , pero como la convergencia de sucesiones en C0[a, b] implica la convergencia
en L2(a, b), forzosamente f̃ ≡ f .
Para demostrar que la serie (2.17) converge absoluta y uniformemente en el intervalo [a, b], de acuerdo
con el criterio M de Weierstrass y teniendo en cuenta que para todo n ≥ 1 se satisface que |Anϕn(s)+
Bnψn(s)| ≤ |An|+ |Bn|, basta demostrar que

∞∑
n=1

(|An|+ |Bn|) < +∞ (2.26)

con An y Bn dadas por (2.18).
Para comprobar (2.26) denotamos A

′
n y B

′
n los coe�cientes del desarrollo (2.17) correspondiente a la

función g que aparecen en la hipótesis (2.25), es decir

A
′

n =
2

b− a

∫ b

a

g(σ)ϕn(σ)dσ ∀n ≥ 0

B
′

n =
2

b− a

∫ b

a

g(σ)ψn(σ)dσ ∀n ≥ 1

 (2.27)

por la identidad de Parseval, se cumple que

∞∑
n=1

(|A′n|2 + |B′n|2) < +∞ (2.28)

como f(a) = f(b), se satisface que ∫ b

a

g(σ)dσ = 0 (2.29)

para cada n ≥ 1 tenemos

An =
2

b− a

∫ b

a

f(σ)ϕn(σ)dσ =
2

b− a

∫ b

a

(
f(a) +

∫ σ

a

g(τ)dτ

)
ϕn(σ)dσ
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y por la de�nición de ϕn dicha función tiene integral cero en [a, b]. Se obtiene que

An =
2

b− a

∫ b

a

(∫ σ

a

g(τ)dτ

)
ϕn(σ)dσ

Aplicando el teorema de Fubini a la expresión obtenida, se tiene

An =
2

b− a

∫ b

a

(∫ b

τ

ϕn(σ)dσ

)
g(τ)dτ (2.30)

teniendo en cuenta que ∫ b

τ

ϕn(σ)dσ =

[
b− a
2πn

ψn(σ)

]σ=b

σ=τ

y ψn(b) = 0, es inmediato que (2.30) nos da

An = −b− a
2πn

B
′

n, ∀n ≥ 1 (2.31)

Análogamente obtenemos que

Bn =
2

b− a

∫ b

a

(∫ b

τ

ψn(σ)dσ

)
g(τ)dτ (2.32)

como ∫ b

τ

ψn(σ)dσ =

[
−b− a

2πn
ϕn(σ)

]σ=b

σ=τ

y teniendo en cuenta (2.29), de (2.32) se obtiene

Bn =
b− a
2πn

A
′

n, ∀n ≥ 1 (2.33)

como consecuencia de (2.31) y (2.33), se tiene para cada n ≥ 1

|An| =
b− a
2π

1

n
|B′n| ≤

b− a
4π

(
1

n2
+ (B

′

n)2

)
|Bn| =

b− a
2π

1

n
|A′n| ≤

b− a
4π

(
1

n2
+ (A

′

n)2

)
 (2.34)

luego
∞∑
n=1

(|An|2 + |Bn|2) < +∞

Observación 2.5.2. Toda f ∈ C1[a, b], o más generalmente toda f de clase 1 a trozos en [a, b] (es
decir, tal que f ∈ C0[a, b] y existe una partición �nita {a = s0 <, . . . , < sn = b} del intervalo [a, b]
tal que f ∈ C1[si, si+1] ∀i = 1 . . . n) satisfacen las hipótesis de (2.25) del teorema.
La función g en (2.25) es la derivada en casi todo punto de f . La condición (2.25) impuesta sobre f
en el teorema se traduce, en el lenguaje de los espacios de Sobolev a que f ∈ H1(a, b)
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Observación 2.5.3. Es fácil obtener, como consecuencia del teorema (2.5.1), el siguiente teorema.

Teorema 2.5.2. Sea f ∈ C0[0, l] tal que existe una función g ∈ L2(0, 1) que cumple

f(s) = f(0) +

∫ s

0

g(σ)dσ ∀s ∈ [0, l] (2.35)

bajo estas condiciones, se tiene:
a) El desarrollo en cosenos de f determinado por (2.23) converge absoluta y uniformemente a f en
el intervalo [0, l].
b) Si además f(0) = f(l) = 0 entonces el desarrollo en senos de f determinando por (2.24) también
converge absoluta y uniformemente a f en el intervalo [0, l].

Demostración. Si consideramos

fpar(s) =

{
f(s) si s ∈ [0, l]

f(−s) si s ∈ [−l, 0]

la prolongación par de f a [−l, l], es inmediato que fpar ∈ C0[−l, l] y que fpar(−l) = fpar(l). Además,
es sencillo comprobar a partir de (2.35), que para todo s ∈ [−l, l] se cumple que

fpar(s) = fpar(−l) +

∫ s

−l
gimpar(τ)dτ

con gimpar la prolongación impar de g a (−l, l), función que pertenece a L2(−l, l). En consecuencia,
por el teorema anterior el desarrollo en serie de Fourier de fpar en (−l, l) converge absoluta y uni-
formemente a fpar en [−l, l], con lo que, en particular el desarrollo en cosenos de f determinado por
(2.23), converge absoluta y uniformemente a f en el intervalo [0, l].
Análogamente si consideramos

fimpar(s) =

{
f(s) si s ∈ [0, l]

−f(−s) si s ∈ [−l, 0]

la prolongación impar de f a [−l, l], es inmediato que, si f(0) = 0, entonces fimpar ∈ C0[−l, l] y que,
si f(l) = 0, entonces fimpar(−l) = fimpar(l). Además, es sencillo comprobar a partir de (2.35), que si
f(0) = f(l) = 0, ∀s ∈ [−l, l] se cumple

fimpar(s) = fimpar(−l) +

∫ s

−l
gpar(τ)dτ

con gpar la prolongación par de g a (−l, l), función que pertenece a L2(−l, l). En consecuencia, en esas
circunstancias, por el teorema anterior el desarrollo en serie de Fourier de fimpar en (−l, l) converge
absoluta y uniformemente a fimpar en [−l, l], con lo que, en particular el desarrollo en senos de f
determinado por (2.24), converge absoluta y uniformemente a f en el intervalo [0, l].
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2.6. Aplicación del método de separación de variables a la

ecuación del calor unidimensional.

Consideremos el problema mixto de Cauchy-Dirichlet para la ecuación del calor unidimensional ho-
mogénea

ut − uxx = 0 en (0, l)× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x) en (0, l)

u(0, t) = u(l, t) = 0 en t > 0

 (2.36)

donde l ∈ (0,+∞) y u0 : (0, l)→ R están dados.
Aplicando separación de variables, se busca en primer lugar soluciones no nulas de la ecuación del
calor homogénea que son de la forma X(x)T (t), y tales que X(0) = X(l) = 0. Ello conduce a la
ecuación Ṫ = λT , y al problema de contorno

X ′′ = λX

X(0) = X(l) = 0

}

Para que el problema de contorno posea solución no nula, es inmediato deducir que λ ha de ser de la
forma λn = −(nπ

l
)2, n = 1, 2, . . . , con Xn(x) = sen(nπx

l
). Para cada uno de los λn, la solución general

de Ṫ = λnT viene dada por Tn(t) = cne
−(nπ/l)2t, y en consecuencia se busca una solución de (2.36)

de la forma

u(x, t) =
∞∑
n=1

cne
−(nπ/l)2t sen(

nπx

l
) (2.37)

para la determinación de los cn, partiendo de la condición u(x, 0) = u0(x), y suponiendo que u0 ∈
L2(0, l), se tiene

cn =
2

l

∫ l

0

u0(s) sen(
nπs

l
)ds ∀n ≥ 1 (2.38)

Es decir, los cn son los coe�cientes del desarrollo en serie de senos en (0, l) de la función u0.
De hecho para el problema (2.36) se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.6.1. Si u0 ∈ L2(0, l), la igualdad (2.37), con los coe�cientes cn dadas por (2.38), de�ne
una función u = u(x, t) tal que u ∈ C∞(R×(0,+∞)), y es solución del problema (2.36) en el sentido
de que satisface la ecuación ut − uxx = 0 en cada punto de [0, l]× (0,+∞), u(0, t) = u(l, t) = 0 para
todo t > 0, y

ĺım
t→0
||u(·, t)− u0||L2(0.l) = 0 (2.39)

Además, si u0 ∈ C0([0, l]), u0(0) = u0(l) = 0, y existe v0 ∈ L2(0, l) tal que

u0(x) =

∫ x

0

v0(s)ds ∀x ∈ [0, l]

entonces
u ∈ C0(R× (0,+∞)) (2.40)

y, en particular, u(x, 0) = u0(x) para todo x ∈ [0, l].
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Demostración. Sea u0 ∈ L2(0, l). Fijado ε > 0, si t ≥ ε entonces∣∣∣cne−(nπ/l)2t sen(
nπx

l
)
∣∣∣ ≤ |cn|e−(nπ/l)2ε ∀x ∈ R

como ĺım
n→∞

cn = 0, es inmediato de la desigualdad anterior que existe una constante C > 0 tal que∣∣∣cne−(nπ/l)2t sen(
nπx

l
)
∣∣∣ ≤ Ce−(nπ/l)2ε ∀(x, t) ∈ R× [ε,+∞) ∀n ≥ 1. (2.41)

De manera análoga, se puede comprobar que cualquier derivada parcial de un término genérico de los
que constituyen la serie que de�ne a u admite una cota similar, en concreto, dado α = (α1, α2) ∈ Z2

+,
existe una constante Cα > 0 tal que∣∣∣∣ ∂α1+α2

∂xα1∂tα2

(
cne
−(nπ/l)2t sen(

nπx

l
)
)∣∣∣∣ ≤ Cαn

α1+2α2e−(nπ/l)2ε ∀(x, t) ∈ R× [ε,+∞) ∀n ≥ 1. (2.42)

estas desigualdades, junto con el criterio M de Weierstrass, implican, teniendo en cuenta que para
todo ε > 0 y todo (α1, α2) ∈ Z2

+

∞∑
n=1

nα1+2α2e−(nπ/l)2ε < +∞

que u ∈ C∞(R× [ε,+∞)) para todo ε > 0, y en consecuencia u ∈ C∞(R× [0,+∞)).
Con esto, por construcción, es inmediato que ut − uxx = 0 en R × (0,+∞), y u(0, t) = u(l, t) = 0
para todo t > 0.
Para demostrar (2.39), denotemos para cada entero m ≥ 1 y cada t ≥ 0 por sm(t) a la función de la
variable x de�nida por

sm(t)(x) =
∞∑
n=1

cne
−(nπ/l)2t sen

(nπx
l

)
por construcción,

ĺım
m→∞

‖sm(0)− u0‖L2(0,l) = 0, ĺım
m→∞

‖sm(t)− u(·, t)‖L2(0,l) = 0 ∀t > 0

consideremos �jado ε > 0. Tomemos un entero mε ≥ 1 tal que ‖smε(0)− u0‖L2(0,l) ≤ ε. De esta
forma, tenemos

‖smε(0)− u0‖2
L2(0,l) =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=mε+1

cn sen
(nπx

l

)∥∥∥∥∥
2

L2(0,l)

=
l

2

∞∑
n=mε+1

c2
n ≤ ε2

y por tanto,

‖smε(t)− u(·, t)‖2
L2(0,l) =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=mε+1

cne
−(nπ/l)2t sen

(nπx
l

)∥∥∥∥∥
2

L2(0,l)

=
l

2

∞∑
n=mε+1

c2
ne
−2(nπ/l)2t ≤ ε2 ∀t > 0

en consecuencia, obtenemos

‖u(·, t)− u0‖L2(0,l) ≤ ‖u(·, t)− smε(t)‖L2(0,l) + ‖smε(t)− smε(0)‖L2(0,l) + ‖smε(0)− u0‖L2(0,l)
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‖u(·, t)− u0‖L2(0,l) ≤ 2ε+ ‖smε(t)− smε(0)‖L2(0,l) ∀t > 0. (2.43)

pero

‖smε(t)− smε(0)‖2
L2(0,l) =

mε∑
n=1

∥∥∥cn (e−(nπ/l)2t − 1
)

sen
(nπx

l

)∥∥∥2

L2(0,l)
=
l

2

mε∑
n=1

c2
n

(
e−(nπ/l)2t − 1

)2

∀t > 0

con lo que, denotando d =
∞∑
n=1

c2
n < +∞, resulta

‖smε(t)− smε(0)‖2
L2(0,l) ≤

dl

2

mε∑
n=1

(
e−(nπ/l)2t − 1

)2

∀t > 0 (2.44)

de las desigualdades (2.43) y (2.44), haciendo t→ 0, se obtiene

ĺım
t→0
‖u(·, t)− u0‖L2(0,l) ≤ 2ε. (2.45)

Basta ahora tener en cuenta que se cumple para todo ε > 0 en la desigualdad (2.45), con lo que se
obtiene (2.39).
Finalmente, si u0 ∈ C0([0, l]), u0(0) = u0(l) = 0, y existe u0 ∈ L2(0, l) tal que

u0(x) =

∫ x

0

v0(s)ds ∀x ∈ [0, l]

entonces los cn vienen dados por

cn =
2

nπ

∫ l

0

v0(s) cos
(nπs

l

)
ds

y en consecuencia

|cn| ≤
1

π

(
1

n2
+

(∫ l

0

v0(s) cos
(nπs

l

)
ds

)2
)
∀n ≥ 1 (2.46)

dado que ∣∣∣cne−(nπ/l)2t sen
(nπx

l

)∣∣∣ ≤ |cn| ∀t ≥ 0

de (2.46) se obtiene de manera inmediata (2.40).

Observación 2.6.1. Es fácil comprobar que si u0 ∈ C2([0, l]), u0(0) = u0(l) = u
′′
0(0) = u

′′
0(l) = 0, y

existe v0 ∈ L2(0, l) tal que

u
′′

0(x) =

∫ x

0

v0(s)ds ∀x ∈ [0, l]

entonces la solución u del problema (2.36) de�nida por (2.37) y (2.38) satisface

ut, uxx ∈ C0(R× [0,+∞)). (2.47)
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Observación 2.6.2. Aunque el dato inicial u0 sea irregular, la solución u del problema (2.36) de�nida
por (2.37) y (2.38) pertenece a C∞(R × (0,+∞)). En consecuencia en este sentido, se dice que la
ecuación del calor posee un efecto regularizante. Tal efecto diferencia a la ecuación del calor de la
de ondas; de hecho, la primera describe fenómenos irreversibles en el tiempo, mientras que en la
ecuación de ondas el cambio t por −t no altera la ecuación.
Observase también que, de la expresión de u, si t > ε > 0 entonces

|u(t, x)| ≤
√
d

∞∑
n=1

e−(nπ/l)2t −
√
de−(π/l)2t

∞∑
n=1

e(π/l)2(1−n2)t

≤
√
de−(π/l)2t

∞∑
n=1

e(π/l)2(1−n2)ε ≤ Cεe
−(π/l)2t

y por consiguiente,|u(t, x)| decae a cero cuando t → +∞ de manera exponencial uniformemente en
la variable x. Es decir, el calor se difunde y la temperatura decae exponencialmente a cero cuando el
tiempo tiende al in�nito.

Observación 2.6.3. Junto al resultado de existencia de solución para el problema (2.36) que supone
el teorema (2.6.1), también se puede obtener el siguiente resultado de unicidad:

Teorema 2.6.2. Sea u ∈ C0([0, l] × (0,+∞)) tal que existen las derivadas parciales ut, ux y uxx
y también pertenecen a C0([0, l] × (0,+∞)). Supongamos que ut = uxx en [0, l] × (0,+∞), que
u(0, t) = u(l, t) = 0 para todo t > 0, y que

ĺım
t→0
‖u(·, t)‖L2(0,l) = 0

Bajo las condiciones precedentes, forzosamente u ≡ 0 en [0, l]× (0,+∞).

Demostración. Consideremos la función E(t) de�nida por

E(t) =
1

2

∫ l

0

u2(x, t)dx ∀t > 0.

derivando E(t) se puede ver que la función es no creciente luego es idénticamente nula.

Observación 2.6.4. Es posible analizar también por el método de separación de variables un pro-
blema de Cauchy-Dirichlet para la ecuación del calor unidimensional no homogénea de la forma

ut − uxx = f(x, t) en (0, l)× (0, T )

u(x, 0) = u0(x) en (0, l)

u(0, t) = u(l, t) = 0 en (0, T )

 (2.48)

en este caso, se busca solución de la forma

u(x, t) =
∞∑
n=1

an(t) sen
(nπx

l

)
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En particular, si se pretende resolver un problema con condiciones no homogéneas de la forma

ut − uxx = 0 en (0, l)× (0, T )

u(x, 0) = u0(x) en (0, l)

u(0, t) = α(t), u(l, t) = β(t) en (0, T )


basta hacer el cambio de función incógnita

v(x, t) = u(x, t)− α(t)− x

l
(β(t)− α(t))

para obtener un problema de la forma (2.48) en la incógnita v.

Observación 2.6.5. En la práctica también se usa el método de separación de variables para la
resolución de algunos problemas de contorno o mixtos referentes a, entre otras, las ecuaciones de
Laplace bidimensional y de ondas unidimensional.

2.7. Solución clásica de los problemas de Cauchy y de Cauchy-

Dirichlet para la ecuación de ondas unidimensional homo-

génea

Hasta ahora, hemos hecho el uso del método de separación de variables para analizar un ejemplo
de problema de Cauchy-Dirichlet para la ecuación de ondas unidimensional. En dicho ejemplo, ob-
teníamos una solución que no era C2 en todo el dominio de de�nición del problema. Ahora, en este
párrafo, nos vamos a restringir el estudio de la existencia y unicidad de soluciones clásicas de los
problemas, es decir C2 en todo el dominio de de�nición del problema.
En primer lugar, consideramos el problema de Cauchy (o de valores iniciales) para la ecuación de
ondas unidimensional homogénea:

(PCOh)


utt − c2uxx = 0 en (x, t) ∈ R2

u(x, 0) = f(x) x ∈ R
ut(x, 0) = g(x) x ∈ R

donde c > 0, f : R → R y g : R → R son datos del problema (a partir de ahora, cambiamos la
notación que hemos empleado, sustituyendo u0 por f , y u1 por g).

De�nición 2.7.1. Una solución clásica de (PCOh) es cualquier función u ∈ C2(R2) tal que utt(x, t) =
c2uxx(x, t) para todo (x, t) ∈ R2, u(x, 0) = f(x) para todo x ∈ R y ut(x, 0) = g(x) para todo x ∈ R.

Es evidente que para que exista solución clásica de (PCOh) es necesario que f ∈ C2(R) y g ∈ C1(R).
De hecho, estas dos condiciones son también su�cientes, ya que se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.7.1. Si f ∈ C2(R) y g ∈ C1(R), el problema (PCOh) posee una y sólo una solución
clásica u, que viene determinada por

u(x, t) =
1

2
(f(x+ ct) + f(x− ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(s)ds ∀(x, t) ∈ R2 (2.49)

La igualdad (2.49) se denomina fórmula de D'Alembert.
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Demostración. Considerando el cambio de variables independientes determinado por ξ = x + ct y
η = x − ct, es inmediato comprobar que u ∈ C2(R2) satisface utt − c2uxx = 0 en R2, si y sólo si, la
función v = v(ξ, η), de�nida por

v(ξ, η) = u

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
,

satisface la ecuación vξη = 0 en todo R2. En consecuencia, u ∈ C2(R2) satisface utt − c2uxx = 0 en
R2 si y solo si es de la forma

u(x, t) = F (x+ ct) +G(x− ct) ∀(x, t) ∈ R2 (2.50)

con F y G funciones de C2(R).
Evidentemente, la función u dada por (2.49) pertenece a C2(R2) y es de la forma (2.50). Además, es
inmediato comprobar que satisface las condiciones de iniciales en todo punto x ∈ R. Para terminar
con la demostración del teorema, basta comprobar que la función u dada por (2.49) es la única de la
forma (2.50) que satisface las condiciones iniciales en todo punto x de R.
En efecto, si u es una función de la forma (2.50), con F y G funciones de C2(R), y u(x, 0) = f(x) y
ut(x, 0) = g(x) en todo punto x de R, entonces{

F (x) +G(x) = f(x) en ∀x ∈ R
F ′(x)−G′(x) = 1

c
g(x) ∀x ∈ R

así pues, se ha de satisfacer

F ′(x) =
1

2

(
f ′(x) +

1

c
g(x)

)
∀x ∈ R

con lo que F ha de ser de la forma

F (x) =
1

2
f(x) +

1

2c

∫ x

0

g(s)ds+ k ∀x ∈ R

con k ∈ R, y por lo tanto G tiene la forma

G(x) = f(x)− F (x) =
1

2
f(x)− 1

2c

∫ x

0

g(s)ds− k ∀x ∈ R

llevando a (2.50) las expresiones obtenidas para F y G, obtenemos (2.49)

Observación 2.7.1. La fórmula de D'Alembert nos indica que la ecuación de ondas unidimensional
no mejora la regularidad de los datos iniciales f y g, es decir, no posee el efecto regularizante de la
ecuación de calor unidimensional. Lo único que se puede a�rmar sobre la solución clásica de (PCOh)
es que, para todo entero m ≥ 2, si f ∈ Cm(R) y g ∈ Cm−1(R), entonces u ∈ Cm(R2)

Observación 2.7.2. El problema (PCOh) posee la propiedad de dependencia continua, en el sentido
de la convergencia uniforme sobre compactos, respecto de los datos iniciales.
En concreto, si f y f̄ pertenecen a C2(R), g y ḡ pertenecen a C1(R), y existe un intervalo cerrado y
acotado [a, b] ⊂ R tal que f ≡ f̄ y g ≡ ḡ en R \ [a, b], entonces, si denotamos por u a la solución de
(PCOh) correspondiente a los datos iniciales f y g, y por ū a la solución de (PCOh) correspondiente
a los datos iniciales f̄ y ḡ, se satisface:

|u(x, t)− ū(x, t)| ≤
∥∥f − f̄∥∥

C0([a,b])
+
b− a

2c
‖g − ḡ‖C0([a,b]) ∀(x, t) ∈ R2 (2.51)
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Observación 2.7.3. Sea (x∗, t∗) un punto de R2 dado tal que, por �jar ideas, t∗ > 0. Teniendo en
cuenta la fórmula (2.49), podemos a�rmar sobre la solución u de (PCOh):
a) El valor de u en el punto (x∗, t∗) depende, exclusivamente, del valor de f en los puntos x∗ + ct∗ y
x∗− ct∗, y de los valores que toma g en los puntos del intervalo [x∗− ct∗, x∗ + ct∗]. A dicho intervalo
se le denomina el intervalo de dependencia del punto (x∗, t∗) para t = 0.
b)Los valores de f y g en x∗ in�uyen en el instante t∗ únicamente en los valores de u en los puntos
(x, t∗) con x ∈ [x∗ − ct∗, x∗ + ct∗]. Al intervalo trasladado de éste último a t = t∗ se le denomina el
intervalo de in�uencia del punto (x∗, 0) en el instante t = t∗.

Pasamos ahora a estudiar el problema de Cauchy-Dirichlet para la ecuación de ondas unidimensio-
nales homogénea. En concreto, consideramos el problema

(PCDOh)


utt − c2uxx = 0 en [0, l]× [0,+∞)

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x) si x ∈ [0, l]

u(0, t) = α(t), u(l, t) = β(t) si t ∈ [0,+∞)

donde c > 0, f : [0, l]→ R, g : [0, l]→ R, α : [0,+∞]→ R, β : [0,+∞]→ R son datos del problema.
El problema (PCDOh) se denomina también el problema de la cuerda vibrante. Para dicho problema,
introduciremos el siguiente concepto de solución:

De�nición 2.7.2. Una solución clásica de (PCDOh) es cualquier función u = u(x, t) que pertenezca
a C2([0, l]×[0,+∞)), y tal que utt(x, t) = c2uxx(x, t), para todo (x, t) ∈ [0, l]×[0,+∞), u(x, 0) = f(x)
para todo x ∈ [0, l], ut(x, 0) = g(x) para todo x ∈ [0, l], u(0, t) = α(t) y u(l, t) = β(t) para todo
t ≥ 0.

En primer lugar, es fácil establecer la unicidad de solución clásica para el problema (PCDOh).

Lema 2.7.2. Existe, a lo sumo, una solución clásica para el problema (PCDOh).

Demostración. Basta ver que si u es clásica para el problema (PCDOh) con f ≡ g ≡ α ≡ β ≡ 0,
entonces u ≡ 0 en [0, l]× [0,+∞).
Para demostrar esto último, se considera la función E(t) de�nida por

E(t) =
1

2

∫ l

0

(c2(ux(x, t))
2 + (ut(x, t))

2)dx ∀t > 0 (2.52)

Donde E(0) = 0, y que E ∈ C1([0,+∞)) con derivada

E ′(t) =

∫ l

0

(c2ux(x, t)uxt(x, t) + ut(x, t)utt(x, t))dx ∀t > 0

de la cual por ser E(t) solución del (PCDOh) debe cumplir que utt = c2uxx luego obtenemos

E ′(t) =

∫ l

0

c2ux(x, t)uxt(x, t) + ut(x, t)c
2uxx(x, t)dx ∀t > 0

acomodando términos y usando la de�nición del la derivada del producto de funciones se sigue que

E ′(t) = c2

∫ l

0

(uxut)x(x, t)dx = c2[ux(x, t)ut(x, t)]
x=l
x=0 = 0 ∀t > 0

luego, E(t) = 0 para todo t ≥ 0, y por lo tanto u es constante en [0, l] × [0,+∞), con lo que
forzosamente u = 0 en el [0, l]× [0,+∞)
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Respecto de la existencia, resulta inmediato que, si existe solución clásica para el problema (PCDOh),
entonces los datos iniciales y de contorno deben de satisfacer que tanto f ∈ C2([0, l]), g ∈ C1([0, l]),
como α ∈ C2([0,+∞)) y β ∈ C2([0,+∞)). Además, se puede comprobar que se han de satisfacer las
siguientes relaciones:

(CC)

{
α(0) = f(0), α̇(0) = g(0), α̈(0) = c2f ′′(0)

β(0) = f(l), β̇(0) = g(l), β̈(0) = c2f ′′(l)

denominadas relaciones o condiciones de compatibilidad para los datos del problema (PCDOh).
De hecho, estas condiciones son también su�cientes para la existencia de solución clásica del problema
(PCDOh). Luego podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.7.3. Si f ∈ C2([0, l]), g ∈ C1([0, l]), α ∈ C2([0,+∞]), β ∈ C2([0,+∞]), y se satisfacen
las condiciones (CC), entonces existe una y sólo una solución clásica del problema (PCDOh).

Antes de demostrar el teorema (2.7.3), hagamos algunos comentarios.
En primer lugar, teniendo en cuenta el lema 2.7, está claro que para el teorema 2.7.3 lo que hace
falta es demostrar la existencia de solución.
En el caso en que α y β son funciones a�nes, es decir de la forma α(t) = α1 + α2t y β(t) = β1 + β2t,
con α

i
y βi ∈ R la demostración de la existencia de solución clásica del problema (PCDOh) se puede

llevar a cabo, de una forma relativamente sencilla, mediante el método de separación de variables.
En efecto, en el caso de condiciones de contorno a�nes, efectuando el cambio de función incógnita

v(x, t) = u(x, t)− α(t)− x

l
(β(t)− α(t))

la cuestión se reduce a demostrar la existencia de solución clásica del problema

vtt − c2vxx = 0 en [0, l]× (0,+∞)

v(x, 0) = f̂(x), vt(x, 0) = ĝ(x) si x ∈ [0, l]

v(0, t) = v(l, t) = 0 si t ∈ [0,+∞)

 (2.53)

donde
f̂(x) = f(x)− α(0)− x

l
(β(0)− α(0))

y
ĝ(x) = g(x)− α̇(0)− x

l
(β̇(0)− α̇(0))

luego se satisfacen las condiciones (CC), es inmediato comprobar que f̂ ∈ C2([0, l]), ĝ ∈ C1([0, l]), y
satisfacen

f̂(0) = f̂(l) = f̂ ′′(0) = f̂ ′′(l) = ĝ(0) = ĝ(l) = 0

en resumen, si α y β son funciones a�nes, para demostrar el teorema 2.7.3 basta mostrar existencia
de solución clásica de los problemas

utt − c2uxx = 0 en [0, l]× (0,+∞)

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = 0 si x ∈ [0, l]

u(0, t) = u(l, t) = 0 si t ∈ [0,+∞)

 (2.54)
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y
utt − c2uxx = 0 en [0, l]× (0,+∞)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = g(x) si x ∈ [0, l]

u(0, t) = u(l, t) = 0 si t ∈ [0,+∞)

 (2.55)

donde en (2.54) f ∈ C2([0, l]) y satisface f(0) = f(l) = f ′′(0) = f ′′(l) = 0, y en (2.55) g ∈ C1([0, l]), y
satisface g(0) = g(l) = 0. Para demostrar que (2.54) posee solución clásica, se procede por separación
de variables, y se obtiene como solución formal

u(x, y) =
∞∑
n=1

cn cos

(
nπct

l

)
sen
(nπx

l

)
(2.56)

con

cn =
2

l

∫ l

0

f(s) sen
(nπs

l

)
ds ∀n ≥ 1

consideremos la función F : R→ R de�nida por

F (y) =
∞∑
n=1

cn sen
(nπy

l

)
∀y ∈ R

la función F así de�nida no es más que la resultante de prolongar f de manera impar a [−l, l], y
a continuación considerar la prolongación de esta última a todo R por periodicidad 2l, es decir, se
toma f̃ de�nida en [−l, l] por

f̃(y) =

{
f(y) en y ∈ [0, l]

−f(−y) y ∈ [−l, 0)

y se de�ne F por
F (y + 2kl) = f̃(y) ∀y ∈ [−l, l] ∀k ∈ Z

como f ∈ C2([0, l]) y satisface f(0) = f(l) = f ′′(0) = f ′′(l) = 0, es fácil comprobar que F ∈ C2(R).
Basta ahora observar que

cos

(
nπct

l

)
sen
(nπx

l

)
=

1

2

[
sen

(
nπ(x+ ct)

l

)
+ sen

(
nπ(x− ct)

l

)]
para concluir que la función de�nida por (2.56) viene dada por

u(x, t) =
1

2
(F (x+ ct) + F (x− ct)) ∀(x, t) ∈ R2

con lo que es inmediato ver que u es solución clásica de (2.54).
Para la existencia de solución clásica de (2.55), procediendo de nuevo por separación de variables, se
obtiene como solución formal

u(x, y) =
∞∑
n=1

cn sen

(
nπct

l

)
sen
(nπx

l

)
(2.57)

con

cn =
2

nπc

∫ l

0

g(s) sen
(nπs

l

)
ds ∀n ≥ 1
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luego de manera formal,

ut(x, y) =
∞∑
n=1

bn cos

(
nπct

l

)
sen
(nπx

l

)
(2.58)

con

bn =
2

l

∫ l

0

g(s) sen
(nπs

l

)
ds ∀n ≥ 1

como g ∈ C1([0, l]) y g(0) = g(l) = 0, la serie de�nida en (2.58) converge absoluta y uniformemente
en R2.
De�namos

G(y) =
∞∑
n=1

bn sen
(nπy

l

)
∀y ∈ R (2.59)

La función G de�nida por (2.59) no es más que la resultante de prolongar g de manera impar a
[−l, l], y a continuación considerar la prolongación de esta última a todo R con periodicidad 2l. En
consecuencia, como g ∈ C1[0, l] con g(0) = g(l) = 0, es fácil ver que G ∈ C1(R).
La igualdad formal (2.58) puede ser escrita como

ut(x, t) =
1

2
[G(x+ ct) +G(x− ct)] (2.60)

que integrada con u(x, 0) = 0 produce

u(x, t) =
1

2

∫ t

0

G(x+ cs)ds+
1

2

∫ t

0

G(x− cs)ds

ó haciendo el cambio x+ cs = τ en la primera integral y x− cs = τ en la segunda integral,

u(x, t) =
1

2c

∫ x+ct

x−ct
G(τ)dτ ∀(x, t) ∈ R2 (2.61)

es sencillo comprobar que la función u de�nida por (2.61) es solución clásica del problema (2.55).

Observación 2.7.4. De la discusión precedente, se deduce que para resolver el problema (PCDOh)
en el caso de condiciones de contorno homogéneas, y supuestas satisfechas las condiciones (CC), lo
que hay que hacer, es considerar las prolongaciones impares de periodicidad 2l de f y g a todo R, y
a continuación resolver por la formula de D'Alambert el problema de Cauchy correspondiente.

Finalmente ahora demostraremos el teorema 2.7.3 en el caso general.

Demostración. Demostración del Teorema 2.7.3
En primer lugar, es inmediato que toda función de la forma

u(x, t) = F (x+ ct) +G(x− ct) (x, t) ∈ [0, l]× [0,+∞) (2.62)

con F ∈ C2([0,+∞)) y G ∈ C2((−∞, l]), es una función que pertenece a C2([0, l] × [0,+∞)) y
satisface la ecuación utt − c2uxx = 0 en todo punto de [0, l]× [0,+∞).
Lo que hay que comprobar, es que es posible hallar F ∈ C2([0,+∞)) y G ∈ C2((−∞, l]), tales que
la función u determinada por (2.62) satisfaga las condiciones iniciales y de contorno en (PCDOh).
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En primer lugar, para que u determinada por (2.62) satisfaga las condiciones iniciales en (PCDOh),
es necesario y su�ciente que F y G satisfagan{

F (ξ) +G(ξ) = f(ξ) ∀ξ ∈ [0, l]

F ′(ξ)−G′′(ξ) = 1
c
g(ξ) ∀ξ ∈ [0, l]

luego, para la obtención de la forma de D'Alambert, es inmediato que para que u determinada por
(2.62) satisfaga las condiciones iniciales en (PCDOh), es su�ciente que F y G vengan dadas por

F (ξ) =
1

2
f(ξ) +

1

2c

∫ ξ

0

g(s)ds ∀ξ ∈ [0, l] (2.63)

G(ξ) =
1

2
f(ξ)− 1

2c

∫ ξ

0

g(s)ds ∀ξ ∈ [0, l] (2.64)

Por otra parte, la función u determinada por (2.62) satisface la condición de contorno u(0, t) = α(t),
si y sólo si F y G satisfacen la relación

F (ct) +G(−ct) = α(t) ∀t ≥ 0

o lo que es lo mismo, si y sólo si

G(ξ) = α(
−ξ
c

)− F (−ξ) ∀ξ ≤ 0 (2.65)

�nalmente, la función u determinada por (2.62) satisface la condición de contorno u(l, t) = β(t), si y
sólo si F y G satisfacen la relación

F (l + ct) +G(l − ct) = β(t) ∀t ≥ 0

es decir, si y sólo si

F (ξ) = β(
ξ − l
c

)−G(2l − ξ) ∀ξ ≥ 1 (2.66)

luego para terminar la demostración del teorema 2.7.3, basta comprobar que, supuestas satisfechas
las condiciones (CC), existen F ∈ C2([0,+∞)) y G ∈ C2((−∞, l]), cumpliendo las condiciones
(2.63)-(2.66). En primer lugar, es inmediato que, las cuatro relaciones (2.63)-(2.66) determinan una
y sóla una pareja de funciones F : [0,+∞) → R y G : (−∞, l] → R. Además, como f ∈ C2([0, l]) y
g ∈ C1([0, l]), es inmediato que F y G son de C2([0, l]).
Por otra parte, de (2.63)-(2.65), tenemos que

∀ξ ∈ [0, l]
1

2
f(ξ)− 1

2c

∫ ξ

0

g(s)ds

∀ξ ∈ [−l, 0] α(
−ξ
c

)− 1

2
f(−ξ)− 1

2c

∫ −ξ
0

g(s)ds

 = G(ξ) (2.67)

También, de (2.63), (2.64) y (2.65), tenemos que

∀ξ ∈ [0, l]
1

2
f(ξ) +

1

2c

∫ ξ

0

g(s)ds

∀ξ ∈ [l, 2l] β(
ξ − l
c

)− 1

2
f(2l − ξ) +

1

2c

∫ 2l−ξ

0

g(s)ds

 = G(ξ) (2.68)
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es fácil ahora comprobar que, por las relaciones (CC), las función G determinada por (2.67) pertenece
a C2([−l, l]), y la función F determinada por (2.68) pertenece a C2([0, 2l]).
Para terminar con la demostración, procedamos por inducción. Supongamos que la pareja de fun-
ciones F y G determinadas por las relaciones (2.63)-(2.66) satisfacen F ∈ C2([0, (k + 1)l]) y G ∈
C2([−kl, l]), con k ≥ 1 entero. Vamos a demostrar que, entonces, las relaciones (2.65) y (2.66) impli-
can que F ∈ C2([0, (k + 2)l]) y G ∈ C2([−(k + 1)l, l]).
En efecto si F ∈ C2([0, (k + 1)l]) con k ≥ 1, como α ∈ C2([0,+∞)), la relación (2.65) implica en
particular que G ∈ C2([−(k + 1)l, 0]), lo que, junto al hecho de que ya sabemos que G ∈ C2([−l, l]),
implica que G ∈ C2([−(k + 1)l, l]).
Por otra parte, si G ∈ C2([−kl, l]) con k ≥ 1, como β ∈ C2([0,+∞)), la relación (2.66) implica que
F ∈ C2([l, (k+ 2)l]), y basta ahora tener en cuenta que ya sabemos que C2([0, 2l]), para concluir que
F ∈ C2([0, (k + 2)l]).

Observación 2.7.5. El método que hemos seguido para demostrar el teorema 2.7.3, que proporciona
otro método distinto del de separación de variables para hallar la solución clásica del problema
(PCDOh), aunque ha sido puramente analítico, permite una interpretación geométrica evidente.
Dicha interpretación se puede generalizar al caso en el que no se satisfacen las condiciones (CC).
Para ello, se hace uso de la noción de solución generalizada de la ecuación de ondas unidimensional
homogénea.

De�nición 2.7.3. Sea Q ⊂ R2 un abierto no vació y u : Q→ R una función. Diremos que u es una
solución generalizada de la EDP utt − c2uxx = 0 en Q si para todo punto (x∗, t∗) ∈ Q y todo par
ξ, η ∈ R tale que los puntos (x∗ + cξ, t∗ + ξ), (x∗− cη, t∗ + η) y (x∗ + cξ − cη, t∗ + ξ + η) pertenezcan
a Q, se satisface la igualdad

u(x∗, t∗) + u(x∗ + cξ − cη, t∗ + ξ + η) = u(x∗ + cξ, t∗ + ξ) + u(x∗ − cη, t∗ + η) (2.69)

La interpretación geométrica de la de�nición 2.7.3 es inmediata. Fijado un punto A(x∗, t∗) en Q, se
toma dos puntos, B y D, en Q, que estén en cada una de las dos rectas características que pasan por
A(de ecuaciones x− ct = x∗− ct∗ y x+ ct = x∗+ ct∗ respectivamente). A continuación se toma como
punto C aquél que junto con A,B y D determinen los vértices de un paralelogramo. Suponiendo que
C pertenece también a Q, si u es solución generalizada de utt − c2uxx=0 en Q, se ha de satisfacer

u(A) + u(C) = u(B) + u(D)

la relación del concepto de solución generalizada con el de solución clásica viene dada por el resultado
siguiente:

Lema 2.7.4. Sean Q ⊂ R2 un abierto no vacío y u ∈ C2(Q). Bajo estas condiciones, se satisfacen:
a) si utt − c2uxx ≡ 0 en Q, y Q es convexo, entonces u es solución generalizada de utt − c2uxx = 0
en Q.
b) si u es solución generalizada de utt − c2uxx = 0 en Q, entonces utt − c2uxx ≡ 0

Demostración. a) sea u ∈ C2(Q), con Q convexo, tal que utt − c2uxx = 0 en Q.
Fijados cuatro puntos A = (x∗, t∗), B = (x∗ + cξ, t∗ + ξ), C = (x∗ + cξ − cη, t∗ + ξ + η) y D =
(x∗ − cη, t∗ + η), todos en Q, denotemos por R el interior del paralelogramo de vértices A, B, C y
D. Como Q es convexo, la clausura de R está contenida en Q, así que podemos escribir∫ ∫

R
(utt − c2uxx)dxdt = 0 (2.70)
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para obtener (2.69), basta aplicar a (2.70) la fórmula de Green.
b) Sea u ∈ C2(Q) solución generalizada de utt − c2uxx = 0 en Q.
Fijemos un punto (x∗, t∗) ∈ Q. Como Q es abierto, existe ε > 0 tal que para todo ξ ∈ (0, ε) y todo
η ∈ (0, ε) los puntos (x∗+ cξ, t∗+ ξ), (x∗+ cξ− cη, t∗+ ξ+ η) y (x∗− cη, t∗+ η) están también todos
en Q. En consecuencia, se satisface

u(x∗ + cξ − cη, t∗ + ξ + η)− u(x∗ + cξ, t∗ + ξ) = u(x∗ − cη, t∗ + η)− u(x∗, t∗) ∀ξ, η ∈ (0, ε) (2.71)

sumando y restando u(x∗ + cξ, t∗ + ξ) en el primer miembro de la igualdad (2.71), y sumando y
restando u(x∗ − cη, t∗) en el segundo miembro de la misma igualdad, se obtiene luego de dividir por
η y tomando límite para η tendiendo a cero,

ut(x∗ + cξ, t∗ + ξ)− cux(x∗ + cξ, t∗ + ξ) = ut(x∗, t∗)− cux(x∗, t∗) ∀ξ ∈ (0, ε) (2.72)

de (2.72) es inmediato que se tiene

ut(x∗ + cξ, t∗ + ξ)− ut(x∗ + cξ, t∗) + ut(x∗ + cξ, t∗)− ut(x∗, t∗) =

c[ux(x∗ + cξ, t∗ + ξ)− ux(x∗, t∗ + ξ) + ux(x∗, t∗ + ξ)− ux(x∗, t∗)] ∀ξ ∈ (0, ε)
(2.73)

dividiendo en (2.73) por ξ y haciendo tender ξ a cero, se obtiene utt(x∗, t∗) = c2(x∗, t∗).

Como consecuencia del lema 2.7.4, podemos a�rmar que hallar solución clásica del problema (PCDOh)
basta construir una función u : Q̄ → R, con Q = (0, l) × (0,+∞), que sea solución generalizada de
la EDP utt − c2uxx = 0 en Q y satisfaga las condiciones iniciales y de contorno, y a continuación
comprobar que u ∈ C2(Q̄).
Para efectuar la construcción de la solución generalizada, se subdivide Q̄ en triángulos mediante las
rectas características x+ ct = kl y x− ct = −kl, con k ∈ Z+. De esta forma, se tiene que

Q̄ =
∞⋃
i=1

Q̄i

con

Q1 = {(x, t) ∈ Q;x+ ct ∈ (0, l), x− ct ∈ (0, l)}
Q2 = {(x, t) ∈ Q;x+ ct ∈ (0, l), x− ct ∈ (−l, 0)}
Q3 = {(x, t) ∈ Q;x+ ct ∈ (l, 2l), x− ct ∈ (0, l)}
. . .

luego, se va encontrando la solución generalizada por etapas, construyéndola para cada Q̄i, comen-
zando con i = 1 y así sucesivamente, como la demostración del teorema 2.7.3.

2.8. El Principio de Duhamel

Consideremos ahora el problema de Cauchy para la ecuación de ondas unidimensional no homogénea

(PCO)


utt − c2uxx = h(x, t) con (x, t) ∈ R2

u(x, 0) = f(x) x ∈ R
ut(x, 0) = g(x) x ∈ R
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para resolver (PCO), basta encontrar la solución del problema correspondiente a la ecuación homo-
génea con datos iniciales f y g, método ya aplicado anteriormente, y sumarle a la solución obtenida
al problema

utt − c2uxx = h(x, t) con (x, t) ∈ R2

u(x, 0) = 0 si x ∈ R
ut(x, 0) = 0 si x ∈ R

 (2.74)

así pues, la única cuestión que se plantea es cómo resolver (2.74). Esto último puede ser llevado a
cabo mediante el denominado principio de Duhamel

Teorema 2.8.1. Sea h ∈ C1(R2). Para cada s ∈ R, consideremos el problema

vtt − c2vxx = 0 con (x, t) ∈ R2

v(x, 0) = 0 si x ∈ R
vt(x, 0) = h(x, s) si x ∈ R

 (2.75)

denotemos por v(·, ·, s) a la única solución clásica de (2.75). Entonces, el problema (2.74) posee una
y sólo una solución u ∈ C2(R2), que viene dada por la fórmula

u(x, t) =

∫ t

0

v(x, t− s, s)ds ∀(x, t) ∈ R2 (2.76)

Demostración. La unicidad es inmediata. Para la existencia, es fácil comprobar que la función u dada
por (2.76) está bien de�nida y pertenece a C2(R2). Además evidentemente u(x, 0) = 0, y

ut(x, t) =

∫ t

0

vt(x, t− s, s)ds+ v(x, 0, t) =

∫ t

0

vt(x, t− s, s)ds ∀(x, t) ∈ R2 (2.77)

de (2.77) se obtiene en particular que ut(x, 0) = 0, y derivando nuevamente respecto de t

utt(x, t) =

∫ t

0

vtt(x, t− s, s)ds+ vt(x, 0, t) =

∫ t

0

c2vxx(x, t− s, s)ds+ h(x, t) ∀(x, t) ∈ R2

es decir

utt(x, t) = c2 ∂
2

∂x2

(∫ t

0

v(x, t− s, s)ds
)

+ h(x, t) = c2uxx(x, t) + h(x, t) ∀(x, t) ∈ R2

Observación 2.8.1. Es sencillo, a partir del principio de Duhamel, escribir de forma explícita la
fórmula que resuelve (2.74). Luego podemos encontrar, como solución u de (2.74)

u(x, t) =
1

2c

∫ t

0

(∫ x+c(t−s)

x−c(t−s)
h(y, s)dy

)
ds ∀(x, t) ∈ R2.

42



2.9. Conclusión

En este capítulo se clasi�có las EDP (Laplace, Calor y Onda) y junto con ellas los problemas iniciales,
mixtos y de contorno asociados a cada una de ellas. Se analizó el método de separación de variables
para la resolución de cada EDP.
El estudio de la existencia y unicidad de la solución en cada uno de los problemas asociados a las
EDP elípticas, hiperbólicas y parabólicas se pudo efectuar con algunas restricciones, esto se puede
ver claramente en las hipótesis de los teoremas y lemas usados para demostrarlas.
Se pudo dar una solución clásica para los problemas iniciales, mixtos y de contorno en :

Intervalos acotados del dominio.

Se pudo debilitar las condiciones impuestas a las funciones que intervienen en cada problema
gracias al teorema (2.5.1) a funciones al menos continuas ver observación (2.5.2).

En capítulos posteriores, veremos como resolver estas EDP sin estas restricciones.
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Capítulo 3

Transformada de Fourier

3.1. De la Serie a la Transformada de Fourier

Comencemos por tomar una función f ∈ H, donde H es un cierto espacio de funciones, en particular
pediremos que sea un espacio de Hilbert, para garantizar que los cálculos sean más sencillos. La
idea es expresar dicha función en términos de sus correspondientes coe�cientes de Fourier y trabajar
algebraicamente a �n de encontrar una expresión que nos sugiera de manera fácil la transformada de
Fourier y su inversa.
Sea H = L2[−π, π], donde f ∈ H si y sólo si∫ π

−π
|f(x)|2 dx <∞

en H de�nimos el producto interno de la siguiente manera

〈f, g〉 =
1

2π

∫ π

−π
f(x)g(x)dx ∀f, g ∈ H

Se sabe que H es un Espacio de Hilbert, es decir, H es completo con la norma inducida por este
producto interno.

Como {
en = einπx

}
n∈Z

es un sistema ortonormal completo de H entonces

f =
∞∑

n=−∞

cnen, ∀f ∈ H,

donde cn = 〈f, en〉 y es llamado el n-ésimo coe�ciente de Fourier de f .
Podemos extender el concepto para cualquier l con 0 < l <∞, donde H será H = L2[l, l] y tomamos
como conjunto fundamental {

en = e
inπx
`

}
n∈Z
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por ser L2 completo y por el teorema fundamental de Fourier

∀f ∈ H, f =
∞∑

n=−∞

〈f, en〉en (3.1)

calculemos

〈f, en〉 =
1

2`

∫ `

−`
f(t)en(t)dt =

1

2`

∫ `

−`
f(t)e

−inπt
` dt

luego re escribiendo la igualdad (3.1) de la siguiente manera

f =
∞∑

n=−∞

(
1

2`

∫ `

−`
f(t)e

−inπt
` dt

)
e
inπt
` (3.2)

llamando ξn = n
2l
entonces (ξn+1−ξn) = 1

2l
donde esta última expresión no depende de n. Y llamando

h(ξn) como

h(ξn) =

∫ `

−`
f(t)e−i2πξntdt

luego remplazando esto último en (3.2)

f =
∞∑

n=−∞

(ξn+1 − ξn)h(ξn)ei2πξnx

donde ésta expresión tiene el aspecto de una suma de Reimann, luego tomando (ξn+1−ξn) = ∆ξ = 1
2l

y se cumple que si l→∞, ∆ξ → 0

f =

∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

f(t)e−i2πξtdt

]
ei2πξxdξ

Todo lo que hicimos es tratar de sugerir la de�nición de la transformada de Fourier y su inversa.
Diremos que la transformada de Fourier de una función es una aplicación que denotaremos como f̂

f̂(x) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−i2πtxdt

de manera análoga la transformada de Inversa de una función la denotamos como f̌

f̌(x) =

∫ ∞
−∞

f(ξ)ei2πξxdξ

Es claro que bajo ciertas hipótesis, que luego analizaremos, conocer la transformada de Fourier de
una función f̂ , equivale a conocer dicha función f ya que al aplicar la transformada inversa a f̂
conocemos a f .
Sólo para mencionar algunas aplicaciones, la transformada de Fourier se aplica al estudio de señales
y sistemas, en óptica, en aparatos que son utilizados en tomografías, también en las técnicas que se
emplean en resonancias magnéticas, al procesamiento de imágenes, etc.
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Observación 3.1.1. Hemos sugerido la Transformada de Fourier y su inversa de una función f
que pertenece a un espacio de funciones completo, más precisamente tomamos f ∈ L2(R). Nos
plantearemos las siguientes preguntas y luego se intentará responderlas.
¾Qué condiciones debe cumplir f para poder encontrar su correspondiente transformada de Fourier?
De poder encontrar la Transformada inversa f̌ ¾Será siempre cierto que al aplicarla a la Transformada
de (f̂ )̌ encontraré a la función f?
¾Será posible aplicar el concepto de la Transformada de Fourier a otra entidad matemática que no
sea una función?

Para responder las preguntas planteadas debilitemos las condiciones que le pedimos a f al intentar
sugerir su transformada de Fourier correspondiente. Dijimos que f pertenecía a un Espacio de fun-
ciones al cual dotamos de un producto interno, y pedíamos que dicho espacio sea de Hilbert, ahora
en adelante sólo necesitaremos de un espacio de pre-Hilbert.
Y para ampliar más nuestro campo de funciones diremos que el Espacio de funciones usadas serán
las casi-continuas y la integral que calculemos en el producto interno será la integral de Lebesgue.
En la siguiente sección nos valeremos de estas nuevas y poderosas herramientas para dar una de�ni-
ción formal de la tan ansiada, Transformada de Fourier.

3.2. La Transformada de Fourier en L1(Rn)
Decíamos que la Transformada de Fourier (TF) de una función es una aplicación descripta por:

f̂(x) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−i2πtxdt

Es fácil ver que si f ∈ L1(R) podemos encontrar su TF correspondiente.
Recordemos que si f ∈ L1(R) equivale a decir que :∫ ∞

−∞
|f(t)|dt <∞

tomamos |f̂ | y como |e−i2πtx| = 1 luego∣∣∣f̂(x)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f(t)e−i2πtxdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
−∞

∣∣f(t)e−i2πtx
∣∣ dt

=

∫ ∞
−∞
|f(t)|

∣∣e−i2πtx∣∣ dt =

∫ ∞
−∞
|f(t)| dt <∞

Con esto estamos diciendo que f̂ esta bien de�nida cuando f ∈ L1(R). Esta condición es conocida
como la condición débil de Dirichlet, también se suele decir que si f es integrable Lebesgue es posible
encontrar su TF correspondiente.
Ahora estamos en condiciones de dar una de�nición formal para la TF de una función y extender el
mismo concepto a L1(Rn).

De�nición 3.2.1. Dada una función f ∈ L1(Rn), la transformada de Fourier de f es una aplicación
que llamaremos f̂(x)
f̂ : Rn → C

f̂(x) =

∫
Rn
f(t)e−i2πt·xdt
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con x ∈ Rn, denotamos F(f) = f̂

Observación 3.2.1. En la de�nición anterior x · t denota el producto interno usual de Rn y dt =
dt1 · · · dtn denota el elemento ordinario de la medida de Lebesgue.

Observación 3.2.2. Las funciones que consideraremos serán funciones medibles y la integral que
consideramos es la integral de Lebesgue. En alguna literatura referida al tema de la transformada se
toma funciones periódicas y la integral de la de�nición es la integral de Riemann.

Observación 3.2.3. No hay unanimidad a la hora de de�nir la TF. Esto tenemos que tenerlo muy
presente al comparar las propiedades y teoremas ya que pueden variar los resultados obtenidos, a
continuación daremos algunas de�niciones mas usadas en la diferentes áreas que emplean la TF:

F(f)(t) =

∫ ∞
−∞

f(t)eitxdt

F(f)(t) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−itxdt

F(f)(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f(t)e−itxdt

F(f)(t) =
1√
2π

∫
R
f(t)e−itxdt

Enunciaremos algunas propiedades importantes de la TF como algunos teoremas que sirven para
caracterizarla pero primero veamos el espacio de Schwartz S(Rn), este espacio será usado para de-
mostrar de forma sencilla algunas propiedades y teoremas de la TF que más adelante lo estudiaremos
con más detenimiento.

De�nición 3.2.2. Diremos que ϕ(x) ∈ S(R) si cumple que

1. ϕ(x) ∈ C∞

2. para todo n,m enteros no negativos

sup
x∈R

∣∣∣∣xm dngdxn

∣∣∣∣ < c(n,m)

donde c(n,m) es un constante que depende de n y m.

Teorema 3.2.1. La Transformada de Fourier (TF) es una aplicación lineal, es decir, para todo f ,
g ∈ L1(Rn) y λ, β ∈ R tenemos F(λf + βg) = λF(f) + βF(g).

Demostración. por de�nición y ya que la integral es una aplicación lineal tenemos que

F(λf + βg) =

∫
Rn

(λf(t) + βg(t))e−i2πt.xdt

=

∫
Rn

(λf(t))e−i2πt·xdt+

∫
Rn

(βg(t))e−i2πt·xdt

= λ

∫
Rn
f(t)e−i2πt·xdt+ β

∫
Rn
g(t)e−i2πt·xdt

= λF(f) + βF(g)
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Teorema 3.2.2. Propiedades Analíticas se la Transformada de Fourier
a)La aplicación F de�nida por

F : L1(Rn)→ L∞(Rn)

f 7→ f̂

es una transformación lineal acotada y además
∥∥∥f̂∥∥∥

∞
≤ ‖f‖1.

b)Si f ∈ L1(Rn) entonces f̂ es uniformemente continua.

Demostración. a) Si f ∈ L1(Rn) entonces

|F(f)(x)| =
∣∣∣f̂(x)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn
f(t)e−i2πt·xdt

∣∣∣∣
≤
∫
Rn
|f(t)|

∣∣e−i2πt·x∣∣ dt
=

∫
Rn
|f(t)| dt = ‖f‖1 .

Luego, se tiene que
∣∣∣f̂(x)

∣∣∣ ≤ ‖f‖1 en casi todo punto x y por de�nición de la norma ‖ · ‖∞ se sigue
que ∥∥∥f̂∥∥∥

∞
≤ ‖f‖1

Para b)

Como f ∈ L1(Rn) entonces dado ε > 0, existe R = R(ε) > 0 tal que
∫
‖t‖≥R

|f(t)| dt < ε

por la continuidad de e−2πiz existe δ = δ(ε) > 0 tal que si |z| < δ luego |e−2πiz − 1| < ε
tomemos η ∈ Rn tal que ‖η‖ < δ

R
( que depende de ε pero no de x). Por Cauchy-Schwartz si ‖t‖ < R

entonces |η · t| ≤ ‖t‖ ‖η‖ < R · δ
R

= δ y por lo tanto |e−2πiη·t − 1| < ε.
Así resulta que∣∣∣f̂(x+ η)− f̂(x)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn
e−2πi(x+η)·tf(t)dt−

∫
Rn
e−2πix.tf(t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn
e−2πix·t(e−2πiη·t − 1)f(t)dt

∣∣∣∣
≤
∫
Rn

∣∣e−2πix·t∣∣ ∣∣e−2πiη·t − 1
∣∣ |f(t)| dt

≤
∫
Rn

∣∣e−2πiη·t − 1
∣∣ |f(t)| dt

≤
∫
‖t‖≥R

∣∣e−2πiη·t − 1
∣∣ |f(t)| dt︸ ︷︷ ︸

I

+

∫
‖t‖<R

∣∣e−2πiη·t − 1
∣∣ |f(t)| dt︸ ︷︷ ︸

II

Como e−2πiη·t ∈ S(R) luego |e−2πiη·t − 1| ≤ 2 y así obtenemos que

I ≤ 2

∫
‖t‖≥R

|f(t)| dt < 2ε
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Por otro lado si ‖t‖ < R entonces |η · t| ≤ δ, luego |e−2πiη·t − 1| < ε.
Mediante la cuenta anterior podemos acotar II de la siguiente manera

II ≤ ε ‖f‖1

luego obtenemos lo siguiente ∣∣∣f̂(x+ η)− f̂(x)
∣∣∣ ≤ 2ε+ ε ‖f‖1 = Cε

donde Cε es una constante (que depende de ε pero no de x) concluyendo así que f̂ es uniformemente
continua.

De�nición 3.2.3. Sea C0(Rn) el espacio de las funciones f : Rn → C tales que ĺım
|x|→+∞

= 0.

Enunciemos ahora el conocido Lema de Reimann-Lebesgue que concluye que f̂ ∈ C0(Rn).

Teorema 3.2.3. Si f ∈ L1(Rn), entonces se tiene que ĺım
|x|→+∞

f̂(x) = 0.

Demostración. para demostrar en forma sencilla este importante teorema recordemos que S(R) el
conjunto de las funciones temperadas es denso en L1(Rn) de modo que toda función en S tiene una
transformada de Fourier en el sentido usual.

Dado f ∈ L1(Rn) y ε > 0 existe g ∈ S tal que
∫
Rn
|f(t)− g(t)| dt < ε

luego

f̂ ≤
∣∣∣f̂ ∣∣∣ =

∣∣∣f̂ + ĝ − ĝ
∣∣∣

≤
∣∣∣f̂ − ĝ∣∣∣+ |ĝ|

≤
∫
Rn
|(f − g)(t)|

∣∣e−2πit·x∣∣ dt+ |ĝ|

≤
∫
Rn
|(f − g)(t)| dt+ |ĝ|

de donde f̂ ≤ ε+|ĝ|. Luego, como para las funciones de clase Schwartz este teorema es cierto entonces
tomando límite en ambos miembros de la última desigualdad obtenemos

ĺım
|x|→+∞

f̂ ≤ ε

y esto se cumple para todo ε > 0 luego

ĺım
|x|→+∞

f̂(x) = 0

Además de las operaciones de espacios vectoriales, L1(Rn) es dotado de una multiplicación, que hace
de este un álgebra de Banach.
Esta operación es llamada convolución y se de�ne de la siguiente manera:
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De�nición 3.2.4. Si f , g ∈ L1(Rn), su convolución denotada por f ∗ g es la función de�nida en Rn
por

f ∗ g(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy

Se puede demostrar que la función f(x− y)g(y) es una función medible de dos variables x e y, luego
utilizando el teorema de Fubini se llega a que f ∗ g ∈ L1(Rn) y que

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1 (3.3)

Podemos observar, también que la convolución cumple las siguientes propiedades:

Proposición 3.2.1. Si f , g y h ∈ L1(Rn) entonces:

1. f ∗ g ∈ L1(Rn) y ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1

2. f ∗ g = g ∗ f

3. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

4. (f + g) ∗ h = f ∗ h+ g ∗ h

Luego, tenemos que L1(Rn) es un álgebra de Banach conmutativa con el producto dado por la
convolución.
En general h = f ∗ g está bien de�nida siempre que f ∈ Lp(Rn) con 1 ≤ p ≤ ∞ y g ∈ L1(Rn).
Además, se cumple que

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖p‖g‖1.

Observación 3.2.4. F : L1(Rn)→ C0(Rn) no es sobreyectiva.

Demostración. Para mostrar que no es sobreyectiva tomemos n = 1 y la función:

φ(x) =

{
x si |x| ≤ 1
sgn(x)

1+log|x| si |x| > 1

φ(x) ∈ C0(R) y supongamos que existe f ∈ L1(R) tal que φ = f̂ , llegamos a un absurdo.
Dado a > 1

∫
1<|x|<a

φ(x)

x
dx =

∫
1<|x|<a

f̂(x)

x
dx

=

∫
1<|x|<a

1

x

(∫
e−2πiyxf(y)dy

)
dx =

∫
1<|x|<a

f(y)

(∫
e−2πiyx

x
dx

)
dy

=

∫
f(y)

(
−2i

∫ a

1

sen(2πyx)

x
dx

)
dy

tomando ∆(a, y) =
∫ a

1
sen(2πyx)

x
dx luego de utilizar integración por partes dos veces obtenemos que:

|∆(a, y)| ≤M para todo a > 1 y ∀y ∈ R
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Figura 3.1: Grá�ca de la función φ(x).

por lo tanto ∫
1<|x|<a

φ(x)

x
dx ≤ 2M ‖f‖1

por otra parte ∫
1<|x|<a

φ(x)

x
dx =

∫
1<|x|<a

1

|x| (1 + log |x|)
dx

= 2

∫ a

1

1

1 + log |x|
1

x
dx

= 2

∫ log a

0

1

1 + u
du = 2 log(1 + u)|log(a)

0

tomando límite cuando a −→ +∞ se tiene que la última igualdad tiende a +∞, llegando al absurdo.

Teorema 3.2.4. Si f , g ∈ L1(Rn) entonces (̂f ∗ g) = f̂ · ĝ

Demostración. Sea h = f ∗ g, luego por de�nición de TF y convolución

F(h) =

∫
Rn
e−2πit·xh(t)dt =

∫
Rn
e−2πit·x(f ∗ g)(t)dt =

∫
Rn
e−2πit·x

(∫
Rn
f(t− y)g(y)dy

)
dt

aplicamos el teorema de Fubini, ya que h(t) es integrable

F(h) =

∫
Rn
g(y)

(∫
Rn
e−2πit·xf(t− y)dt

)
dy

realizamos el cambio de variable u = t− y entonces t = u+ y, du = dt

F(h) =

∫
Rn
g(y)

(∫
Rn
e−2πix·(u+y)f(u)du

)
dy

�nalmente

F(h) =

∫
Rn
g(y)

(∫
Rn
e−2πix·uf(u)du

)
e−2πix·ydy = f̂ · ĝ
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Observamos que el espacio C0(Rn) es un álgebra de Banach con el producto dado por la multiplicación
de funciones punto a punto

(f · g)(x) = f(x) · g(x)

con x ∈ Rn y f, g ∈ C0(Rn).
Ahora podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3.2.5. La Transformada de Fourier

F : L1(Rn)→ C0(Rn)

f 7→ f̂

es un homomor�smo de álgebras de Banach, con norma igual a uno.

Demostración. La demostración del corolario sale aplicando el Teorema (3.2.4) y la desigualdad
(3.3).

También tenemos las siguientes propiedades algebraicas para la Transformada de Fourier.

Proposición 3.2.2. Sean f , g ∈ L1(Rn)

1. Linealidad: ̂(af + bg) = af̂ + bĝ

2. Conjugación: (̂f̄(ξ)) = (f̂(−ξ))

3. Traslación: Sea τhf(x) = f(x− h) entonces ̂(τhf(x)) = e−2πih·xf̂(x)

4. Modulación: Sea g(x) = e−2πih·xf(x), entonces ĝ(x) = (τhf(x))̂

5. Dilatación: Si a > 0 entonces an ̂(δaf)(x) = f̂(a−1x), donde δa es una transformación lineal
de�nida por δa : f(x) = f(ax).

El siguiente teorema muestra la relación entre la transformada de Fourier y la diferenciación. A�rma
que después de aplicar la TF a la función k-coordenada es equivalente, salvo una constante multipli-
cativa, tomar la derivada parcial con respecto a la k-ésima variable de la TF.
Es también cierto que la TF de tales derivadas parciales se obtiene nuevamente, salvo una constante,
aplicando la TF en la correspondiente función coordenada.
Antes de enunciar el teorema daremos la siguiente de�nición que nos ayudara en le demostración del
teorema.

De�nición 3.2.5. Decimos que f es diferenciable en la norma Lp respecto a xk , si dado f ∈ Lp(Rn)
tal que

ĺım
hk→0

(∫
Rn

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

hk
− g(x)

∣∣∣∣p dx)1/p

= 0

la función g es llamada la derivada parcial de f respecto a xk en la norma Lp.

Teorema 3.2.6. Supongamos que f ∈ L1(Rn) y xkf(x) ∈ L1(Rn), donde xk es la k-función coorde-
nada. Entonces f̂ es diferenciable con respecto a xk y además

∂f̂(x)

∂xk
= ( ̂−2πitkf(t))(x)
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Demostración. Dado h = (0, . . . , hk, . . . , 0) un vector no nulo tal que la coordenada k-ésima, hk 6= 0
tenemos que usando el teorema (3.2.2) parte 4 y por el teorema de convergencia dominada Lebesgue
y utilizando la de�nición (3.2.5).

ĺım
hk→0

f̂(x+ h)− f̂(x)

hk
= (−2πitkf(t))̂(x)

donde
f̂(x+ h)− f̂(x)

hk
=

{
(
e−2πit·h − 1

hk
)f(t)

}
(̂x)

Encontraremos muchas versiones del resultado anterior para realizar la demostración quizás la más
sencilla es aplicando la de�nición (3.2.5)

Aplicando la parte 3 del teorema (3.2.2) junto a la primera parte del teorema (3.2.2) a

ĝ(x)− f̂(x)(e2πi(h·x) − 1)

hk

y haciendo tender hk → 0 se obtiene el siguiente teorema

Teorema 3.2.7. Si f ∈ L1(Rn) y g es la derivada parcial de f con respecto a xk en la norma L1,
entonces se tiene que

ĝ(x) = 2πixkf̂(x)

Demostración. Para realizar esta demostración de manera sencilla tomemos n = 1 con lo cual se
debe mostrar, es que:
Sea f ∈ L1(R) y g = f ′ entonces

ĝ = F(f ′) = 2πixf̂

primero realizamos el siguiente cálculo:

ĝ =

∫
R
f ′(t)e−i2πtxdt

y usando integral por partes

ĝ = (f(t)e−i2πx) |x=∞
x=−∞ −(−2πix

∫
R
f(t)e−i2πtxdt)

recordemos que ĺım
x→∞

f(x) = 0 si
∫ ∞
−∞
|f(x)| es acotado

�nalmente

ĝ = 2πix

∫
R
f(t)e−i2πtxdt = 2πixf̂

Juntando los teoremas (3.2.6) y (3.2.7) enunciados anteriormente podemos extender los conceptos a
derivadas de orden superior. Sin entrar en demasiados detalles, tenemos que:
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1. P (D)f̂(x) = (P (−2πit)f(t))̂(x)

2. (P (D)f )̂(x) = P (2πix)f̂(x)

donde α = (α1, . . . , αn) con αi > 0, xα = (xα1
1 , . . . , x

αn
n ), Dα = ∂α1+...+αn/∂xα1

1 . . . ∂xαnn y P es un
polinomio en las n variables x1, . . . , xn, con αn ∈ R, P =

∑
α aαD

α y P (D) es el operador diferencial
asociado a D.
El principal problema en la teoría de la TF en L1(Rn), es obtener la función f a partir de su TF.
Como se dijo antes, la TF es una aplicación lineal de L1(Rn) → C0(Rn), pero no toda función con
esas características es la TF de una función en L1(Rn). Es más, uno esperaría que

f(t) =

∫
Rn
f̂(x)e2πit·xdx

pero lamentablemente, f̂ no tiene porque ser integrable.(Por ejemplo, basta tomar n = 1 y f la
función característica de un intervalo �nito.)
Para solucionar lo mencionado anteriormente, usamos métodos de sumabilidad de integrales, por
ejemplo, el método de sumabilidad de Abel o el método de sumabilidad de Gauss.
Para cada ε > 0 de�nimos la medida de Abel, Aε = Aε(f) como la integral

Aε(f) =

∫
Rn
f(x)e−ε|x|dx

Es claro que si f ∈ L1(Rn) entonces ĺım
ε→0

Aε(f) =

∫
Rn
f(x)dx

Por otro lado, esta medida de Abel está bien de�nida cuando f no es integrable (Si asumimos, por
ejemplo que f está acotada entonces Aε(f) está de�nida para todo ε > 0)
Además, su límite

ĺım
ε→0

Aε(f) =

∫
Rn
f(x)e−ε|x|dx

puede existir incluso cuando f no es integrable.
Siempre que el ĺım

ε→0
Aε(f) exista y sea �nito decimos que∫

Rn
f(x)dx

es sumable en el sentido de Abel.

De�nición 3.2.6. Decimos que
∫
Rn f(x)dx es sumable y su suma es l, en el sentido de Abel, si

ĺım
ε→0

Aε(f) = ĺım
ε→0

∫
Rn
f(x)e−ε|x|dx

existe y es igual a l.

Otro método de sumabilidad es la sumabilidad de Gauss, éste método está de�nido mediante la
medida de Gauss (Aveces llamada Gauss-Weierstrass).

Gε(f) = Gε =

∫
Rn
f(x)e−ε|x|

2

dx
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De�nición 3.2.7. Decimos que
∫
Rn f(x)dx es sumable y su suma es l, en el sentido de Gauss, si

ĺım
ε→0

Gε(f) = ĺım
ε→0

∫
Rn
f(x)e−ε|x|

2

dx

existe y es igual a l.

La medida de Abel (3.2.6) y Gauss (3.2.7) se pueden expresar en una forma más general:

Mε,Φ(f) = Mε(f) =

∫
Rn

Φ(εx)f(x)dx (3.4)

donde Φ ∈ C0(Rn) y Φ(0) = 1.
Luego

∫
Rn f(x)dx es sumable y de suma l si ĺım

ε→0
Mε(f) = l. Llamamos Mε(f) la medida Φ de ésta

integral.
Ahora tenemos que conocer la TF de las funciones e−ε|x|

2

y e−ε|x|. El cálculo de la primera de ellas
es fácil y se reduce al caso unidimensional, primero calculemos la TF de e−4π2|x|2 por de�nición
tendremos: ∫

Rn
e−4π2|x|2e−i2πx·tdx =

n∏
j=1

∫ ∞
−∞

e−4π2x2je−i2πxjtjdxj (3.5)

realizando el cálculo unidimensional∫ ∞
−∞

e−4π2x2e−i2πxtdx =

∫ ∞
−∞

e−4π2x2−i2πxtdx =

∫ ∞
−∞

e−(2πx+it/2)2−(t2/4)dx = e−t
2/4

∫ ∞
−∞

e−(2πx+it/2)2dx

usamos el siguiente cambio de variables z = 2πx + it/2 luego dz = 2πdx remplazando en lo antes
obtenido y tomando el resultado de la conocida integral de Gauss (hay diferentes formas de obtener
el resultado de la integral, por ejemplo usando cálculo de variable compleja). Resulta

e−t
2/4 1

2π

∫ ∞
−∞

e−z
2

dz = e−t
2/42−1π−1/2

volviendo a (3.5) obtenemos∫
Rn
e−4π2|x|2e−i2πx·tdx =

n∏
j=1

e−t
2
j/42−1π−1/2 = 2−nπ−n/2e−|t|

2/4 (3.6)

�nalmente para obtener la TF de e−ε|x|
2

y realizando un cambio de variable apropiado (
√
α/2
√
π)y =

x podemos generalizar el resultado expresándolo mediante el siguiente teorema.

Teorema 3.2.8. Para todo α > 0 se tiene que∫
Rn
e−πα|y|

2

e−2πit·ydy = α−nπ−n/2e−|t|
2/α

Demostración. La demostración es sencilla volviendo a la variable x y usando (3.5) y (3.6)

Como consecuencia del teorema si tomamos α = 1 muestra que la función e−π|x|
2

es su propia
transformada de Fourier.
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Teorema 3.2.9. Para todo α > 0 se tiene que∫
Rn
e−2πα|y|e−2πit·ydy = Cn

α

(α2 + |t|2)n+1/2

donde Cn = Γ(n+1/2)

π(n+1)/2

Demostración. La demostración de este teorema es más complicado que el anterior. Por un cambio
de variables veremos que será su�ciente tomar α = 1. A �n de mostrar este resultado supongamos
cierta la siguiente igualdad:

e−β =
1√
π

∫ ∞
0

e−u√
u
e−β

2/4udu (3.7)

para todo β > 0 luego, usando el teorema (3.2.8) para establecer la tercera igualdad∫
Rn
e−2π|y|e−2πit·ydy =

∫
Rn

{
1√
π

∫ ∞
0

e−u√
u
e−4π2|y|2/4udu

}
e−i2πt·ydy

=
1√
π

∫ ∞
0

e−u√
u

{∫
Rn
e−4π2|y|2/4ue−i2πt·ydy

}
du

=
1√
π

∫ ∞
0

e−u√
u

{(√
u

π

)n
e−u|t|

2

}
du

=
1

π(n+1)/2

∫ ∞
0

e−uu(n−1)/2e−u|t|
2

du

=
1

π(n+1)/2

1

(1 + |t|2)(n+1)/2

∫ ∞
0

e−ss(n−1)/2ds

=
Γ(n+ 1/2)

π(n+1)/2

1

(1 + |t|2)(n+1)/2

Así el teorema estaría demostrado, solo nos quedara demostrar (3.7) usando las siguientes identidades

e−β =
2

π

∫ ∞
0

cos βx

1 + x2
dx (3.8)

con β > 0 y
1

1 + x2
=

∫ ∞
0

e−(1+x2)udu (3.9)

La segunda de estas igualdades, la (3.9), es evidente mientras que la primera es una aplicación de la
teoría de residuos a la función eiβz/(1+z2), luego

e−β =
2

π

∫ ∞
0

cos βx

1 + x2
dx =

2

π

∫ ∞
0

cos βx

{∫ ∞
0

e−ue−ux
2

du

}
dx

=
2

π

∫ ∞
0

e−u
{∫ ∞

0

e−ux
2

cos βxdx

}
du =

2

π

∫ ∞
0

e−u
{

1

2

∫ ∞
−∞

e−ux
2

eiβxdx

}
du

=
2

π

∫ ∞
0

e−u
{
π

∫ ∞
−∞

e−4π2uy2e−2πiβydy

}
du =

2

π

∫ ∞
0

e−u
{

1

2

√
π

u
e−β

2/4u

}
du

con lo que el teorema queda demostrado.
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Observación 3.2.5. Denotamos la TF de las funciones e4π2α|y|2 y e−2πα|y| donde α > 0 con W y P
respectivamente. Esto es:

W (t, α) = (4πα)−(n/2)e−|t|
2/4α

P (t, α) = Cn
α

(α2 + |t|2)n+1/2

La función W (t, α) es llamada el núcleo de Gauss-Weiestrass y P (t, α) el núcleo de Poisson.
Podemos mostrar que la medida de Abel y la medida de Gauss de la integral

∫
Rn f̂(x)e2πit·xdx con-

verge en casi todo punto y en norma a f .
La idea es expresar esas medias en términos de la convolución de f con los núcleos W (t, α) y P (t, α)
y a continuación usar la teoría de la aproximación de la identidad.

Para obtener esas expresiones usaremos los resultados siguientes

Teorema 3.2.10. Fórmula de Multiplicación. Sean f , g que pertenecen a L1(Rn) entonces∫
Rn
f̂(x)g(x)dx =

∫
Rn
f(x)ĝ(x)dx

Demostración. La demostración es sencilla primero aplicamos la de�nición de la TF y luego el teo-
rema de Fubini ∫

Rn
f̂(x)g(x)dx =

∫
Rn

[∫
Rn
f(t)e−2πit·xdt

]
g(x)dx

=

∫
Rn

[∫
Rn
g(x)e−2πit·xdx

]
f(t)dt

=

∫
Rn
f(t)ĝ(t)dt

Supongamos ahora que la función Φ dada en (3.4) que cumple la condición Φ ∈ C0(Rn) y Φ(0) = 1
es integrable y su TF es Φ̂ = ϕ.
Si tenemos que ϕε(x) = ε−nϕ(x/ε) para ε > 0, luego por la dilatación de la proposición (3.2.2)
implica (δεΦ)ˆ(x) = ε−nϕ(x/ε) = ϕε.
El teorema (3.2.8) nos muestra que cuando Φ = e−4π2|x|2 obtenemos ϕε(x) = W (x, ε2) y similarmente
por el teorema (3.2.9) obtenemos que ϕε(x) = P (x, ε) con Φ = e−2π|x|. Aplicando la formula de mul-
tiplicación a f(x) y a e2πit·xδεΦ(x) luego usando la modulación de la proposición (3.2.2), obtenemos
el siguiente teorema.

Teorema 3.2.11. Si f y Φ ∈ L1(Rn) y ϕ = Φ̂ entonces para todo ε > 0 se veri�ca que∫
Rn
f̂(x)e2πit·xΦ(εx)dx =

∫
Rn
f(x)ϕε(x− t)dx

En particular, para todo ε > 0 se veri�ca que∫
Rn
f̂(x)e2πit·xe−2πε|x|dx =

∫
Rn
f(x)P (x− t, ε)dx
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y para todo α > 0 tenemos que∫
Rn
f̂(x)e2πit·xe−4π2α|x|2dx =

∫
Rn
f(x)W (x− t, α)dx

Vamos a demostrar que la integral
∫
Rn f̂(x)e2πit·xdx es sumable a f para una clase mayor de mé-

todos de sumabilidad, que incluye la sumabilidad de Abel y de Gauss. Veamos que signi�ca que∫
Rn f̂(x)e2πit·xΦ(εx)dx converga a f en la norma L1(Rn) bajo las siguientes condiciones

Φ ∈ L1(Rn)

Φ̂ = ϕ ∈ L1(Rn)∫
Rn ϕ(x)dx = 1

Se puede mostrar que el núcleo de Poisson y el núcleo de Gauss-Weiertrass cumplen estas condiciones.
Para ello enunciemos el siguiente lema.

Lema 3.2.12. (a)

∫
Rn
W (x, α)dx = 1 ∀α > 0

(b)

∫
Rn
P (x, ε)dx = 1 ∀ε > 0

A continuación enunciemos el teorema de aproximación a la identidad.

Teorema 3.2.13. Supongamos que ϕ ∈ L1(Rn) con
∫
Rn ϕ(x)dx = 1 y para ε > 0, sea ϕε(x) =

ε−nϕ(x/ε). Si f ∈ Lp(Rn) con 1 ≤ p ≤ ∞ o f ∈ C0(Rn) ⊆ L∞(Rn) entonces:

ĺım
ε→0
‖f ∗ ϕε − f‖p = 0

En particular, u(x, ε) =

∫
Rn
f(t)P (x− t, ε)dt y s(x, ε) =

∫
Rn
f(t)W (x− t, ε)dt convergen a f en norma

Lp, ε→ 0.

Observación 3.2.6. La función u(x, ε) de�nida sobre Rn, con ε > 0 se llama la integral de Poisson
de f y la función s(x, ε) es conocida como la integral de Gauss-Weierstrass de f .

Demostración. Haciendo un cambio de variables tenemos,∫
Rn
ϕε(t)dt =

∫
Rn
ε−nϕ(t/ε)dt =

∫
Rn
ϕ(u)du = 1

Sea f ∈ Lp(Rn) con 1 ≤ p ≤ ∞

(f ∗ ϕε)(x)− f(x) =

∫
Rn
f(x− t)ϕε(t)dt−

∫
Rn
f(x)ϕε(t)dt =

∫
Rn

(f(x− t)− f(x))ϕε(t)dt

luego por la desigualdad de Minkowsky para integrales se tiene que

‖(f ∗ ϕε)(x)− f(x)‖p =

(∫
Rn

∣∣∣∣∫
Rn

(f(x− t)− f(x))ϕε(t)dt

∣∣∣∣p dx)1/p

≤
∫
Rn

(∫
Rn
|(f(x− t)− f(x))ϕε(t)|p dx

)1/p

dt

=

∫
Rn

(∫
Rn
|(f(x− t)− f(x))|p dx

)1/p

|ϕε(t)| dt
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luego

‖(f ∗ ϕε)(x)− f(x)‖p ≤
∫
Rn

(∫
Rn
|(f(x− t)− f(x))|p dx

)1/p

|ϕε(t)| dt

=

∫
Rn

(∫
Rn
|f(x− t)− f(x)|p dx

)1/p

ε−n |ϕ(t/ε)| dt

haciendo un cambio de variable u = t/ε y du = 1/εndt tenemos que:

‖(f ∗ ϕε)(x)− f(x)‖p ≤
∫
Rn

(∫
Rn
|f(x− εu)− f(x)|p dx

)1/p

|ϕ(u)| du

Por otro lado la expresión(∫
Rn
|f(x+ h)− f(x)|p dx

)1/p

= ωp,f (h) = ω(h)

es conocida como el módulo de continuidad en Lp de f .
Observar que ω(h) es una función acotada como función en h usando la desigualdad de Minkowsky:(∫

Rn
|f(x+ h)− f(x)|p dx

)1/p

≤
(∫

Rn
|f(x+ h)|p dx

)1/p

+

(∫
Rn
|f(x)|p dx

)1/p

luego
ω(h) ≤ 2 ‖f‖pLp

Ademas, tenemos que ĺım
|h|→0

ω(h) = 0.

Si tomamos una función g ∈ C0 ∩ Lp(Rn) y sea K = sop(g) y K1 = {x : d(x,K) ≤ 1}.
Supongamos que |h| < δ entonces como g es continua en el compacto K1, se tiene que es uniforme-
mente continua ∫

Rn
|g(x+ h)− g(x)|p dx =

∫
K1

|g(x+ h)− g(x)|p dx ≤ εpm(K1)

es decir que si |h| < δ entonces tenemos que

‖g(x+ h)− g(x)‖p < ε

Tomemos ahora f ∈ Lp(Rn) y g ∈ C0 tal que ‖f − g‖p < ε lo cual es posible por ser C0 denso en
Lp(Rn).
Ahora probemos que ĺım

|h|→0
‖f(x+ h)− f(x)‖p = 0

luego si |h| < δ

‖(f(x+ h)− f(x)‖p ≤ ‖f(x+ h)− g(x+ h)‖p + ‖g(x+ h)− g(h)‖p + ‖g(x)− f(x)‖p
= 2 ‖f(x)− g(x)‖p + ‖g(x+ h)− g(x)‖p < 3ε
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Entonces si f ∈ Lp(Rn) se tiene ĺım
|h|→0

‖f(x+ h)− f(x)‖p = 0

por lo tanto

‖(f ∗ ϕε(x)− f(x)‖p ≤
∫
Rn

(∫
Rn
|f(x− εt)− f(x)|p dx

)1/p

|ϕ(t)| dt

=

∫
Rn
ω(−εt) |ϕ(t)| dt

Esta última igualdad tiende a cero cuando, ε→ 0, debido al teorema de convergencia dominada, ya
que

|ω(−εt)ϕ(t)| ≤ 2 ‖f‖p |ϕ(t)|
2 ‖f‖p ∈ L

1(Rn)

ĺım
ε→0

ω(−εt)ϕ(t) = 0

Ahora si f ∈ C0(Rn) se tiene que

(f ∗ ϕε)(x)− f(x) =

∫
Rn

(f(x− t)− f(x))ϕε(t)dt

entonces

|(f ∗ ϕε)(x)− f(x)| ≤
∫
Rn
|(f(x− t)− f(x))| |ϕε(t)| dt

como f es continua en x, entonces dado η > 0, ∃δ > 0 tal que |f(x− t)− f(x)| < η, si |t| < δ.
Por lo tanto

|(f ∗ ϕε)(x)− f(x)| ≤
∫
Rn
|(f(x− t)− f(x))| |ϕε(t)| dt

=

∫
|t|<δ
|(f(x− t)− f(x))| |ϕε(t)| dt+

∫
|t|>δ
|(f(x− t)− f(x))| |ϕε(t)| dt

Como f ∈ C0(Rn) ⊆ L∞(Rn) se tiene que:

|(f ∗ ϕε)(x)− f(x)| ≤ η

∫
|t|<δ
|ϕε(t)| dt+ 2 ‖f‖∞

∫
|t|>δ
|ϕε(t)| dt

se observa que ĺım
ε→0

∫
|t|>δ
|ϕε(t)| dt = 0 luego, usando el cambio de variables y = t/ε se tiene que∫
|t|>δ
|ϕε(t)| dt = ε−n

∫
|t|>δ
|ϕ(t/ε)| dt =

∫
|y|>δ/ε

|ϕ(y)| dy

Por el teorema de convergencia dominada, como ϕ ∈ L1(Rn) se tiene que∫
|t|>δ
|ϕε(t)| dt

esta última integral tiende a cero cuando ε tiende a cero, luego podemos concluir

ĺım
ε→0
‖(f ∗ ϕε)(x)− f(x)‖∞ = 0
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Del teorema podemos expresar el siguiente Corolario.

Corolario 3.2.14. Supongamos que ϕ ∈ L1(Rn) y
∫
Rn ϕ(t)dt = 0 entonces

ĺım
ε→0
‖(f ∗ ϕε)‖p = 0

siempre que f ∈ Lp(Rn) con 1 ≤ p ≤ ∞ ó f ∈ C0(Rn) ⊆ L∞(Rn)

Demostración. Si tomamos:

(f ∗ ϕε)(x) = (f ∗ ϕε)(x)− f(x) · 0 = (f ∗ ϕε)(x)− f(x)

∫
Rn
ϕε(t)dt =

∫
Rn

[f(x− t)− f(x)]ϕε(t)dt

luego se procede de manera similar que en la del teorema anterior.

Usando el teorema (3.2.11) y (3.2.13) obtenemos una solución al problema de la inversión de Fourier.

Teorema 3.2.15. Si Φ y su transformada de Fourier Φ̂ = ϕ son integrables y
∫
Rn ϕ(x)dx = 1

entonces la medida Φ de la integral
∫
Rn f̂(t)e2πit·xdt converge a f(x) en norma L1. En particular la

medida de Abel y la medida de Gauss de esa integral converge en norma L1

Ya que S(x, α) =

∫
Rn
f(t)W (x− t, α)dt =

∫
Rn
f̂(t)e2πit·xe−4π2α|t|2dt converge a f(x) en L1 cuando α

tiende a 0+, podemos encontrar una sucesion αk → 0 tal que S(x, αk) → f(x) en casi todo todo
punto de x. Si además asumimos que f̂ ∈ L1(Rn) por el teorema de convergencia dominada tenemos
el siguiente Corolario.

Corolario 3.2.16. Condición Necesaria y Su�ciente para la Existencia de la TF Inversa

Si f , f̂ ∈ L1(Rn) entonces

f(x) =

∫
Rn
f̂(t)e2πix·tdt

en casi todo punto de x.

Observación 3.2.7. Vimos que si f ∈ L1(Rn) por el teorema de caracterización de la TF f̂ es
continua. Si además f̂ es integrable, la integral

∫
Rn f̂(t)e2πit·xdt también de�ne una función continua

(ya que ésta función es igual (f̂ )̂(−x)). De esta manera cambiando a f sobre un conjunto de medida
nula podemos obtener la igualdad del corolario (3.2.15) para todo x. En otras palabras, f se puede
convertir en una función continua, cambiando sus valores en un conjunto de medida nula.

Observación 3.2.8. Del teorema (3.2.14) se puede deducir que si f̂(x) = 0 para casi todo x, entonces
f(t) = 0 para casi todo t.
A partir de esta observación podemos a�rmar que F : L1(Rn)→ C0(Rn) es inyectiva.

Ahora nos encontramos en condiciones de dar la siguiente de�nición.

De�nición 3.2.8. El operador de�nido por:

F−1(F )(ξ) =

∫
Rn
e2πix·ξF (x)dx

se llama la Transformada de Fourier inversa.
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Observación 3.2.9. Por el teorema de inversión, si f , f̂ ∈ L1(Rn) entonces F−1 ◦ F(f) = f en casi
todo punto.

Observación 3.2.10. El problema de la inversión de Fourier también tiene solución en el sentido
puntual. Pero para ello necesitamos introducir otros conceptos referidos a la teoría de diferenciación
de integrales de funciones de�nidas sobre Rn. Si se desarrolla estos conceptos el estudio de la TF sera
más exhaustivo, a continuación abordaremos dichos conceptos y enunciaremos algunos teoremas sin
llegar a demostrarlos.

Comencemos por introducir un importante resultado de la teoría de diferenciación de integrales de
funciones de�nidas en Rn.
Si f es localmente integrable en Rn (f ∈ L1

loc(Rn)) entonces para casi todo punto x ∈ Rn se tiene

ĺım
r→0

1

rn

∫
|t|<r

(f(x− t)− f(x))dt = 0

En particular, esto es cierto para f ∈ Lp(Rn).
Llamamos al conjunto {

x ∈ Rn : ĺım
r→0

1

rn

∫
|t|<r
|(f(x− t)− f(x))| dt = 0

}
el conjunto de Lebesgue e incluye casi todos los puntos de Rn.
De forma más general, un resultado puntual que corresponde a una versión del teorema de aproxi-
mación a la identidad.

Teorema 3.2.17. Supongamos que ϕ ∈ L1(Rn). Sea ϕ(x) = sup.ess|t|≥|x| |ϕ(t)| y sea ε > 0, ϕε(x) =
ε−nϕ(x/ε). Si ψ ∈ L1(Rn) y f ∈ Lp(Rn) con 1 ≤ p <∞ entonces

ĺım
ε→0

(f ∗ ϕε)(x) = f(x)

∫
Rn
ϕ(t)dt

siempre que x pertenezca al conjunto de Lebesgue de f .

En particular, la integral de Poisson

∫
Rn
f(t)P (x− t, ε)dt

y la integral de Gauss-Weierstras

∫
Rn
f(t)W (x− t, ε)dt converge a f(x), cuando ε tiende a cero para

casi todo punto x ∈ Rn.

Se sabe que si x es punto de continuidad de f , entonces x pertenece al conjunto de Lebesgue de f ,
luego el teorema anterior es válido también para todo punto de continuidad de f . Si además asumimos
que f̂ ≥ 0, se sigue por el lema de Fatou que f̂ ∈ L1(Rn). Así la integral

∫
Rn f̂(x)e2πit·xdx de�ne una

función continua de t que es igual a f(t) en casi todo punto , por el corolario (3.2.16) se deduce el
siguiente resultado.

Corolario 3.2.18. Supongamos que f ∈ L1(Rn) y f ≥ 0. Si f es continua en el cero entonces
f̂ ∈ L1(Rn) y

f(t) =

∫
Rn
f̂(x)e2πit·xdx
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para casi todo x (es decir en cada punto de Lebesgue de f). En particular

f(0) =

∫
Rn
f̂(x)dx

Una consecuencia inmediata del corolario anterior y de las formulas obtenidas en teoremas anteriores

Corolario 3.2.19. Para todo α > 0 tenemos que

a)

∫
Rn
W (x, α)e2πit·xdx = e−4π2α|t|2

b)

∫
Rn
P (x, α)e2πit·xdx = e−2πα|t|

3.3. La Transformada de Fourier en L2(Rn) y el Teorema de

Plancherel

Las funciones de cuadrado integrables no tiene por que ser integrables, por lo tanto la de�nición de
la TF podría no tener sentido. Sin embargo, como vimos al comenzar nuestro estudio, la TF tiene
una de�nición natural sobre L2(Rn) y una teoría en particular elegante.
Presentaremos los resultados más importantes.
Si además de ser integrable, asumimos que f es de cuadrado integrable entonces f̂ debe ser también
de cuadrado integrable.

Teorema 3.3.1. Si f ∈ L1 ∩ L2(Rn) entonces∥∥∥f̂∥∥∥
L2

= ‖f‖L2

Demostración. Sea g(x) = f(−x) y por los teoremas ya demostrados teníamos que si

h = f ∗ g ∈ L1(Rn)

luego
ĥ = f̂ ĝ

y como ĝ = f̂ tendremos que

ĥ = f̂ f̂

ĥ = |f |2

y por el corolario(3.2.18) tenemos que ĥ ∈ L1(Rn) y

h(0) =

∫
Rn
ĥ(x)dx
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asi tenemos que ∫
Rn

∣∣∣f̂ ∣∣∣2 dx =

∫
Rn
ĥ(x)dx

= h(0) =

∫
Rn
f(x)g(0− x)dx

=

∫
Rn
f(x)f(x)dx =

∫
Rn
|f |2 dx

luego ∥∥∥f̂∥∥∥
L2

= ‖f‖L2

Este teorema a�rma que la transformada de Fourier es un operador lineal acotado sobre el subcon-
junto denso L1 ∩ L2 de L2(Rn) en L2(Rn).
Además existe una extensión acotada, F de este operador a todo L2(Rn), F se llama la transfor-
mada de Fourier sobre L2(Rn). Usaremos la notación f̂ = F(f) donde f ∈ L2(Rn).
Dada f ∈ L2(Rn), existe una sucesión {fn}∞n=1 ⊆ L1 ∩ L2(Rn) tal que

ĺım
n→∞

fn = f en L2(Rn)

esto es posible debido al hecho que L1 ∩ L2(Rn) = L2(Rn) por ejemplo

fn(x) =

{
f(x) en |f(x)| ≤ n

0 si |x| > n

tenemos que

‖fn − f‖ =

∫
Rn
|fn(x)− f(x)|2 dx =

∫
|x|>n
|f(x)|2 dx

tiende a cero, cuando n tiende a in�nito.
Como {fn}∞n=1 ⊆ L1 ∩ L2(Rn) converge a f en L2(Rn) entonces sea {fn}∞n=1 una sucesión de Cauchy
en L2(Rn).
Luego tenemos que

ĺım
n→∞

∥∥∥f̂n − f̂m∥∥∥
L2

= ‖fn − fm‖L2 = 0

por lo que se tiene {f̂n}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en L2(Rn) entonces como L2(Rn) es un espacio
completo, existe

ĺım
n→∞

f̂n en L2(Rn)

Sea ĺım
n→∞

f̂n = f̂ en L2(Rn), es decir, f̂ es límite en L2(Rn) de la sucesión {f̂n}∞n=1 de�nida por

f̂n(x) =

∫
|t|≤n

f(t)e−2πix·tdt =

∫
Rn
fn(t)e−2πix·tdt

Como dijimos antes, f̂ = F(f) se llamará la transformada de Fourier de f . Observamos también que:
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1.
∥∥∥f̂n∥∥∥

L2
= ‖fn‖L2 , para todo n ∈ N implica

∥∥∥f̂∥∥∥
L2

= ‖f‖L2 .

2. f̂ no depende de la sucesión elegida.

Ya que, sea {gn} ⊆ L1 ∩ L2(Rn) tal que ĺım
n→∞

gn = f en L2(Rn)∥∥∥ĝn − f̂∥∥∥
L2
≤
∥∥∥ĝn − f̂n∥∥∥

L2
+
∥∥∥f̂n − f̂∥∥∥

L2
= ‖gn − fn‖L2 +

∥∥∥f̂n − f̂∥∥∥
L2

= ‖gn − f‖L2 + ‖f − fn‖L2 +
∥∥∥f̂n − f̂∥∥∥

L2

(3.10)

donde la ultima expresión obtenida en (3.10) tiende a cero, cuando n tiende a in�nito. Luego

ĺım
n→∞

ĝn = f̂ en L2(Rn)

Observemos que si f ∈ L1(Rn), la nueva de�nición no cambia la TF porque se puede tomar fn = f ,
para todo n ∈ N. Luego obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.3.2. Teorema de Plancherel La transformada de Fourier de�nida en L1 ∩ L2(Rn) se
extiende unívocamente a L2(Rn) y veri�ca para toda función f ∈ L2(Rn) que∥∥∥f̂∥∥∥

L2
= ‖f‖L2

Para demostrar este importante teorema lo podemos dividir en dos teoremas más sencillos. Antes de
enunciar dichos teoremas recordemos una de�nición que nos sera útil.

De�nición 3.3.1. Un operador Lineal sobre L2(Rn) que es una isometría y una función sobreyectiva
en L2(Rn) es llamado operador unitario

Teorema 3.3.3. La transformada de Fourier es un operador unitario sobre L2(Rn)

Demostración. Ya que F : L2(Rn)→ L2(Rn) es una isometría se cumple que

‖F(f)‖L2 = ‖f‖L2 ∀f ∈ L2(Rn)

entonces su rango R(F) = F(L2(Rn)) es un subespacio cerrado en L2(Rn).
Si este subespacio no fuera todo L2(Rn), como R(F) es cerrado, entonces R(F) ⊕ R(F)⊥ y como
R(F) 6= L2(Rn), podríamos encontrar una función g tal que

∫
Rn f̂(x)g(x)dx = 0 para todo f ∈ L2(Rn)

y ‖g‖L2 6= 0.
Por la fórmula de multiplicación se tiene que para toda función f ∈ L2(Rn) se veri�ca que∫

Rn
f(x)ĝ(x)dx =

∫
Rn
f̂(x)g(x)dx = 0

como la fórmula de multiplicación se extiende a L2(Rn). Entonces podemos concluir que∫
Rn
f(x)ĝ(x)dx = 0 ∀f ∈ L2(Rn)

y por lo tanto ĝ = 0 para casi todo x ∈ Rn. Contradice así que ‖g‖L2 = ‖ĝ‖L2 6= 0.
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Teorema 3.3.4. La inversa de la transformada de Fourier F−1 puede obtenerse escribiendo

F−1(g(x)) = F(g(−x)) ∀g ∈ L2(Rn)

Demostración. Como F es un operador unitario preserva el producto interno

〈u, v〉 =

∫
Rn
u(x)v(x)dx

Sea g cualquier función en L1 ∩ L2(Rn) y f ∈ L2(Rn). Sea {fn}∞n=1 una sucesión dado por

fn(x) =

∫
|t|≤n

f̂(t)e2πit·xdx

Claramente cada fn ∈ L1 ∩ L2(Rn) y {fn}∞n=1 converge en L2(Rn) a la función f̃ dada por f̃(x) =
F(f̂(−x)), luego 〈

g, f̃
〉

= ĺım
n→∞

〈g, fn〉

= ĺım
n→∞

∫
Rn
g(x)

(∫
|t|≤n

f̂(t)e−2πit·xdt

)
dx

= ĺım
n→∞

∫
|t|≤n

f̂(t)

(∫
Rn
g(x)e−2πit·xdx

)
dt

= ĺım
n→∞

∫
|t|≤n

ĝ(t)f̂(t)dt =
〈
ĝ, f̂
〉

= 〈g, f〉

lo cual implica que
f(x) = F−1(f̂(x)) = f̃(x) = (F f̂(−x)) ∀f ∈ L2(Rn)

Los teoremas (3.3.3) y (3.3.4) conjuntamente son conocidos como el teorema de Plancherel.
Vemos que el problema de invertir la TF tiene una simple y elegante solución en L2(Rn). Como se hizo
para L1(Rn), nos podemos preguntar si existe una solución que implica conceptos de sumabilidad.
Por ejemplo, sea e−δ|x|, función de x, es cuadrado integrable, la medida de Abel de la integral∫
Rn f̂(x)e2πit·xdx está bien de�nida.
Nos podemos preguntar entonces ¾Es verdad que converge a f en L2(Rn) o en casi todo punto? La
respuesta es a�rmativa usando los teoremas descriptos para L1(Rn) y usando la extensión en L2(Rn)
de la fórmula de multiplicación. Finalmente enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 3.3.5. Si f está de�nida en L2(Rn), se tiene que
ˆ̂
f(x) = f(−x) como funciones en L2(Rn)

y por tanto en casi todo punto. En particular

f(x) = ĺım
n→∞

∫ n

−n
f̂(ξ)e2πix·ξdξ

como límite en L2.
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3.4. La Transformada de Fourier en Lp(Rn), con 1 < p < 2

Ya hemos de�nido la TF para funciones en L1(Rn) y para funciones en L2(Rn), ahora pensemos en
de�nir la TF sobre la clase L1(Rn)+L2(Rn), que serán todas las funciones f = f1 +f2 tal que f1 ∈ L1

y f2 ∈ L2.

De�nición 3.4.1. Sea f = f1 + f2 con f1 ∈ L1 y f2 ∈ L2 de�nimos a f̂ como

f̂ = (f̂1 + f2) = f̂1 + f̂2

Veamos que la TF de f está bien de�nida sobre L1(Rn) + L2(Rn).
Si g1 + g2 = f1 + f2 con gi ∈ Li(Rn), con i = 1, 2 entonces

g1 − f1 = f2 − g2 ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)

podemos ver que las dos de�niciones de la TF coinciden sobre L1(Rn) ∩ L2(Rn), luego

ĝ1 − f̂1 = f̂2 − ĝ2

f̂1 + f̂2 = ĝ1 + ĝ2

Observemos que f ∈ Lp(Rn) con 1 < p < 2 se puede descomponer en suma de dos funciones, una en
L1(Rn) y otra en L2(Rn).Una manera de hacerlo es la siguiente:
Sea f ∈ Lp(Rn), el conjunto E = {x : |f(x)| > 1} tiene medida �nita, por que de no ser así la integral
de |f |p seria in�nita. Luego de�nimos

f1(x) =

{
f(x) si x ∈ E
0 si x /∈ E

f2(x) =

{
f(x) si x /∈ E
0 si x ∈ E

donde f = f1 + f2 luego∫
Rn
|f1(x)| dx =

∫
E

|f(x)| dx ≤
(∫

E

|f(x)|p
)1/p

(m(E))

utilizando la desigualdad de Hölder, luego f1 ∈ L1(Rn)∫
Rn
|f2(x)|2 dx =

∫
Ec
|f(x)|2 dx ≤

∫
Ec
|f(x)|p dx <∞

ya que |f(x)| ≤ 1 en Ec y por lo tanto |f(x)|2 ≤ |f(x)|p, luego f ∈ L2(Rn).
Por lo tanto podemos de�nir f̂ = f̂1 + f̂2 donde f1 ∈ L1(Rn) y f2 ∈ L2(Rn) y la de�nición no depende
de la descomposición. Luego la TF está bien de�nida sobre L1(Rn) + L2(Rn).
Sabemos que Lp ⊆ L1 + L2 con 1 < p < 2, se sigue que la TF está de�nida para todo f ∈ Lp(Rn)
con 1 < p < 2.
El problema de inversión de la TF, para estos casos, puede ser visto en término de la medida de Abel
o de la medida de Gauss.
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Teorema 3.4.1. Si f ∈ L1(Rn) y g ∈ Lp(Rn) con 1 < p < 2 entonces h = f ∗ g ∈ Lp(Rn) y ĥ = f̂ ĝ
para casi todo punto x ∈ Rn.

Aunque la de�nición sólo nos dice que la transformada está en L1+L2, en realidad existe un resultado
más preciso, que dice que f̂ está en Lp

′
, con 1

p
+ 1

p′
= 1.

Teorema 3.4.2. de Hausdor�- Young Si f ∈ Lp con 1 < p < 2 entonces f̂ ∈ Lp′ donde 1
p

+ 1
p′

= 1∥∥∥f̂∥∥∥
p′
≤ ‖f‖p ∀f ∈ L

p(Rn)

Para poder realizar la demostración de este teorema de manera más sencilla debemos enunciar un
teorema de interpolación.

Teorema 3.4.3. de Interpolación de Riez-Thorin Sean 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞, con 0 < t < 1 y
p, q tal que

1

p
=

1− t
p0

+
t

p1

1

q
=

1− t
q0

− t

q1

si T es un operador lineal de Lp0 + Lp1 → Lq0 + Lq1 tal que

‖Tf‖q0 ≤M0 ‖f‖p0 ∀f ∈ L
p0(Rn)

y ademas
‖Tf‖q1 ≤M1 ‖f‖p1 ∀f ∈ L

p1(Rn)

entonces
‖Tf‖q ≤M1−t

0 M1 ‖f‖p ∀f ∈ L
p(Rn)

Con este resultado demostraremos el teorema de Hausdor�-Young.

Demostración. teorema de Hausdor�-Young

sabíamos que

F :L1 → L∞

f 7→ f̂

tal que
∥∥∥f̂∥∥∥

∞
≤ ‖f‖L1

F :L2 → L∞

f 7→ f̂

luego por el teorema de Plancherel
∥∥∥f̂∥∥∥

L2
= ‖f‖L2

Además para todo 1 < p < 2 puede escribirse: 1
p

= 1−t
1

+ t
2

= 1− t
2
con 0 < t < 1.
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También 1−t
∞ + t

2
= t

2
= 1

p′
= 1− 1

p

Por lo tanto por el teorema de interpolación de Reiz-Thorin se tiene que:

F :Lp(Rn)→ Lp
′
(Rn)∥∥∥f̂∥∥∥

p′
≤ ‖f‖p ∀f ∈ L

p(Rn)

Ahora estamos en condiciones de a�rmar que es posible de�nir la TF para funciones en L1 +L2(Rn)
y para funciones en Lp(Rn), con 1 < p < 2 gozando de todos los bene�cios y propiedades descriptos
en el espacio L1(Rn).
Pero no es posible hacerlo en Lp, si p > 2 tan fácilmente. De hecho no toda función en Lp se le puede
asignar una transformada de Fourier que sea una función, por lo tanto la de�nición deberá trabajar
con objetos más generales que las funciones que son las llamadas distribuciones.
Para ilustrar esta última a�rmación, supongamos que si existe f ∈ Lp(Rn) (para algún p > 2), cuya
TF, como una distribución, fuera una función; por el teorema de grá�co cerrado se tendría que es
valida la siguiente desigualdad∫

|x|≤1

∣∣∣f̂(x)
∣∣∣ dx ≤ A ‖f‖p ∀f ∈ L

p(Rn) (3.11)

Veamos que esto no se cumple para f ∈ Lp(Rn) tomando n = 1 y f(x) = e−2πx2(1+iδ)
√

1+iδ
que por los teoremas antes demostrados tenemos que

f̂(x) = e−π(1+iδ)x2

pero ∫
|x|≤1

∣∣∣f̂(x)
∣∣∣ dx = A1

‖f‖p =

(∫
|x|≤1

∣∣∣f̂(x)
∣∣∣p)1/p

dx ≤ A2δ
2/(p−1)

Si tomamos δ tendiendo a in�nito claramente se contradice la desigualdad (3.11) para p > 2.

3.5. Conclusión

Revisamos propiedades y resultados de la TF y su inversa, que nos servirán para abordar una reso-
lución sencilla de las EDP en problemas con dominios no acotados. Se pudo observar las condiciones
que deben cumplir f y f̂ para que F−1(f̂) = f en cada espacio en la que se pudo de�nir la TF.(por
ejemplo observación 3.2.9).
Se pudo convertir f en una función continua para más detalles ver observación 3.2.7.
En L2 se mostró que toda función f y su transformada f̂ , se la puede aproximar mediante una su-
cesión de funciones que se anulan fuera de un intervalo acotado.
Finalmente para poder extender la transformada de Fourier en Lp con p > 2 vemos la necesidad de
trabajar con objetos matemáticos mas generales como las distribuciones, tema que abordaremos en
el próximo capítulo.
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Capítulo 4

Distribuciones y Funciones de Test

4.1. Introducción a la Teoría de las Distribuciones

La teoría de las distribuciones nos posibilita el deseo de derivar, en algún sentido, funciones que no son
derivables. Para conseguirlo, el objetivo es extender el cálculo de las clases de funciones diferenciables
a una nueva clase de objetos, las distribuciones.
Debemos empezar a ver a las funciones de manera distinta y no como correspondencia entre dos
conjuntos. En concreto, si f : R → C es localmente integrable, esto es, f es medible e integrable
en cada subconjunto compacto de R, podemos ver a f como una funcional lineal que lleva a cada
función φ en el escalar

∫
R fφ, para una conveniente clase de funciones φ (funciones de test). A ésta

clase de funciones la llamamos D(R), que es el espacio de funciones inde�nidamente derivables con
soporte compacto. Con lo cual podemos ver a f como una funcional lineal bien de�nida en D(R).
Por otro lado D(R) es un subespacio denso en Cc(R) el espacio de las funciones continuas de soporte
compacto con la norma uniforme, con lo que el valor del funcional que de�ne f determina la función
f salvo un conjunto de medida nula.
Si además f ∈ C∞(R) tenemos, gracias a la fórmula de integración por partes y teniendo en cuenta
la compacidad del soporte de φ que:∫

R
f ′φ = −

∫
R
fφ′ ∀φ ∈ D(R)

Observando que el segundo miembro de la igualdad tiene sentido aunque f no sea derivable y que nos
proporcionan funcionales lineales en D(R), podemos entender, que para f localmente integrables, la
derivada k-ésima de f ha de venir dada por la funcional lineal en D(R) de�nida por φ 7→ (−1)k

∫
R fφ

k,
donde φk denota la derivada k-ésima de la función φ.
Las distribuciones (es la clase de objetos más amplio que el de las funciones diferenciables) van a ser
los funcionales lineales en D(R) que sean continuas para cierta topología, por supuesto localmente
convexa y separable, en D(R). Así, si Λ es una distribución, su derivada debería ser igual a:

Λ′(φ) = −Λ(φ′)

Esta somera introducción son los pasos a seguir, que nos da pie a la presentación de de�niciones
formales.
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Observación 4.1.1. Para poder abordar el estudio de las Distribuciones de manera más sólida
necesitaremos conceptos y resultados del análisis funcional, por lo cual dejaremos teoremas y propo-
siciones sin demostración. Sólo demostraremos aquellos que sean relevantes para el presente trabajo.

De�nición 4.1.1. Espacio de Fréchet Un espacio de Fréchet es un espacio localmente convexo
metrizable y completo.

En adelante n es un número natural �jo y Ω un abierto de Rn. Sea KN una sucesión de compactos
cuya unión recubre Ω y tal que KN esté contenido en el interior de KN+1, diremos que KN es una
sucesión exhaustiva de compactos. Consideremos C∞(Ω), el espacio de funciones de clase C∞ en Ω
con valores complejos, cuya topología es la asociada a la familia de seminormas {PN : N ∈ N} dada
por:

De�nición 4.1.2. De�nimos la seminorma como, PN(f) = max{|Dαf(x)| : x ∈ KN , |α| ≤ N} para
todo f ∈ C∞(Ω) donde {KN} es cualquier sucesión exhaustiva de compactos de Ω.

α = (α1, . . . , αn) ∈ (N ∪ {0})n

es un multi índice, |α| = α1 + . . .+ αn

Dαf =
∂|α|(f)

∂Xα1 . . . ∂Xαn
(x) ∀x ∈ Ω, f ∈ C∞(Ω)

Se puede probar que C∞(Ω) es compacto, con lo cual es un espacio de Fréchet. Recordemos que
{fn} 7→ f ∈ C∞(Ω) cuando {Dαfn} 7→ Dαf uniformemente en cada compacto de Ω para todo multi
índice α. Por el teorema de Ascoli-Arzelá, destacamos la siguiente propiedad del espacio C∞(Ω), de
donde se puede deducir que dicho espacio no es localmente acotado y, por tanto, no normable, en
virtud del criterio de normabilidad de Kolmogorov.

De�nición 4.1.3. Conjunto Equilibrado Sea E un K-espacio vectorial y sea A ⊂ E. Se dice que
A es un conjunto equilibrado si para todo λ ∈ K con |λ| ≤ 1 se tiene que λA ⊂ A.

Teorema 4.1.1. El espacio C∞(Ω) tiene la propiedad de Heine-Borel, esto es, todo subconjunto
cerrado y acotado de C∞(Ω) es compacto.

De�nición 4.1.4. Sea K un subconjunto compacto de Ω(K 6= φ). Donde D(K) es el subespacio de
C∞(Ω) formados por las funciones que se anulan en Ω�K.
D(K) es un subespacio cerrado C∞(Ω). Dado que la familia de seminormas {PN : N ∈ N} es creciente
(podemos prescindir de un numero �nito de ellas sin que esto afecte a la topología asociada), luego
tomando N su�cientemente grande (K ⊂ KN) tenemos:

PN(f) = max{|Dαf(x)| : x ∈ K, |α| ≤ N}, ∀f ∈ D(K)

la topología inducida por C∞(Ω) en D(K) coincide con la asociada a la sucesión de normas {‖ ‖N :
N ∈ N} en D(K) dada por:

‖f‖N = max{|Dαf(x)| : x ∈ K, |α| ≤ N}, ∀f ∈ D(K), N ∈ N

En adelante, D(K) portará siempre la topología TK asociada a dicha sucesión de normas.
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Observación 4.1.2. El espacio D(K) y la topología TK no dependen del abierto Ω. De hecho
podríamos haber tomado Ω = Rn.

Enunciaremos algunas propiedades de D(K), consecuencia de ser cerrado en C∞(Ω).

Teorema 4.1.2. Si K es un subconjunto compacto de Rn, el espacio D(K) es un espacio de Fréchet
con la propiedad de Heine-Borel. Si H es otro compacto de Rn con K ⊂ H entonces TH induce en
D(K) la topología T (K) y D(K) es un subespacio cerrado de D(H).

El espacio que realmente nos interesa es el siguiente.

De�nición 4.1.5. Una función de test en Ω es una función f ∈ C∞(Ω) de soporte compacto, es
decir, tal que f ∈ D(K) para algún compacto K ⊂ Ω.
Denotamos D(Ω) al espacio de las funciones de test en Ω que además veri�can:

D(Ω) =
∞⋃
N=1

D(Kn)

donde {KN} es cualquier exhaución de compactos en Ω.

Ahora presentemos la topología de D(Ω). Observemos que las normas ‖ ‖Nutilizadas para D(K)
siguen teniendo sentido para D(Ω) y generan, por tanto, una topología localmente convexa metrizable
en D(Ω). El problema es que dicha topología no es completa ya que D(Ω) es de primera categoría en
si mismo.
Fue L. Schuwartz, padre de la teoría de las distribuciones, quien ideó la topología apropiada del
espacio D(Ω), que pasamos a de�nir.

De�nición 4.1.6. La familia de subconjuntos:

B = {W ∈ D(Ω) : W es convexo, equilibrado y W ∩ D(K) ∈ TK para todo compacto K ⊂ Ω}

es una base de entornos de cero para una topología localmente convexa y separable T en D(Ω).
Además T es la familia de todas las uniones de conjuntos de la forma φ + W donde φ ∈ D(Ω) y
W ∈ B.

En adelante cualquier referencia topológica al espacio D(Ω) se entenderá respecto de la topología T .

Observación 4.1.3. Si en la de�nición de B sustituimos los compactos de Ω por una sucesión
exhaustiva de compactos en Ω obtenemos la misma topología en D(Ω).

A continuación daremos algunas propiedades importantes del espacio D(Ω).

Teorema 4.1.3. 1. Un conjunto convexo y equilibrado V ∈ D(Ω) es abierto sí y sólo si V ∈ B.

2. La topología TK de todo D(K) ⊂ D(Ω) coincide con la topología de subespacio de D(K) heredada
de D(Ω).

3. Si A ∈ D(Ω) es acotado entonces existen K ∈ Ω compacto y una sucesión {MN} ⊂ R tales que
A ⊂ D(K) y

‖φ‖N ≤MN ∀φ ∈ A, N ∈ N
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4. D(Ω) tiene la propiedad de Hiene-Borel.

5. Si {φn} ⊂ D(Ω) es una sucesión de Cauchy, entonces existe K ⊂ Ω compacto tal que {φn} ⊂
D(K) veri�can

ĺım
n,m→∞

‖φn − φm‖N = 0, N ∈ N

6. Si {φn} ⊂ D(Ω) es una sucesión con límite cero, entonces existe K ⊂ Ω compacto que con-
tiene al soporte de las funciones {φn} y para todo multi índice α la sucesión {Dαφn} → 0
uniformemente.

De las propiedades anteriores se desprende la completitud secuencial del espacio de las funciones
Test. Pasemos ahora a la completitud de dicho espacio.
También podemos de�nir de una manera equivalente una topología utilizando un sistema de �ltros.

De�nición 4.1.7. Una familia F de subconjuntos de Ω se dice que es un �ltro, si se veri�can las
siguientes propiedades:

1. A ⊂ Ω con F ⊂ A para algún F ∈ F entonces A ∈ F .

2. Si F1, F2 ∈ F entonces F1 ∩ F2 ∈ F .

3. El conjunto vacío no pertenece a F .

De�nición 4.1.8. Una familia B′ de subconjuntos de Ω se dice que es una base de �ltros, si se
veri�can las siguientes propiedades:

1. Si B1, B2 ∈ B′, existe B ∈ B′ tal que B ⊂ B1 ∩B2.

2. El conjunto vació no pertenece a B′.

Si B′ es una base de �ltros, la familia

F = {F ⊂ Ω : ∃B ∈ B′, B ⊂ F}

es un �ltro,que llamaremos �ltro generado por B′.

De�nición 4.1.9. Sea E un espacio vectorial topológico (EVT)y M un subconjunto de él. Un �ltro
F en M se dice que es de Cauchy si para todo entorno de cero U en E existe F ∈ F tal que
F − F ⊂ U(es decir, si x, y ∈ F entonces x− y ∈ U).

Primero una observación evidente; si F es un �ltro en un EVT y U es el �ltro de entornos de cero,
entonces

F + U = {F + U : F ∈ F , U ∈ U}
es una base de �ltros; si F es de Cauchy también lo es F + U , por la continuidad de la suma; si
F + U converge, también converge F , ya que F + U ⊂ F .

Teorema 4.1.4. Sea {KN} una sucesión exhaustiva de compactos en Ω y F un �ltro de Cauchy en
D(Ω). Existe un número natural N tal que

(F + U) ∩ D(KN) 6= ∅, ∀n ∈ N

para cualquier F ∈ F y cualquier entorno de cero U ∈ D(Ω).
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Corolario 4.1.5. El espacio (D(Ω), T ) es completo.

Observación 4.1.4. Gracias al teorema de Baire obtenemos, en particular, la no metrizabilidad del
espacio de las funciones de Test, por ser completo y de primera categoría en si mismo (para ello basta
la completitud secuencial).

Del teorema (4.1.3) y de la metrizabilidad del espacio D(K) veamos algunas características de la
continuidad de las aplicaciones lineales que salen de D(Ω).

Teorema 4.1.6. Caracterización de las aplicaciones lineales en D(Ω). Sea Y un espacio
localmente conexo, separable y T : D(Ω)→ Y una aplicación lineal. Entonces son equivalentes:

1. T es continua.

2. T es acotada (transforma acotado en acotados).

3. T es secuencialmente continua.

4. Para cada K ⊂ D(Ω) compacto, la restricción de T al espacio D(K) es continua.

Corolario 4.1.7. Todo operador diferencial Dα es una aplicación lineal y continua de D(Ω) en si
mismo.

Ya estamos en condiciones de dar nombre a los elementos del dual del espacio de las funciones Test.

De�nición 4.1.10. Una distribución en Ω es una funcional lineal y continua en D(Ω). Denotamos
D′(Ω) el espacio de las distribuciones en Ω, es decir el dual topológico de D(Ω).

De la caracterización de la continuidad de las aplicaciones lineales en el espacio de las funciones de
Test, nos permite hacer lo propio con las distribuciones.

Corolario 4.1.8. Sea Λ un funcional lineal de Dα, entonces son equivalentes:

1. Λ es una distribución.

2. Para cada K ⊂ Ω compacto existen N ∈ N y C ∈ R tales que:

|Λ(φ)| ≤ C ‖φ‖N ∀φ ∈ D(K)

Ejemplo 4.1.1. funciones. Sea ϕ una función localmente integrables en Ω, es decir, ϕ : Ω → C es
una función medible Lebesgue y se tiene

∫
K
|ϕ| dλ <∞ para cualquier compacto K ⊂ Ω, donde λ es

la medida de Lebesgue en Rn.
Para f ∈ D(Ω) se tiene fϕ ∈ L1(λ), luego podemos de�nir un funcional lineal Λϕ en D(Ω) por

Λϕ(f) =

∫
Ω

fϕdλ (f ∈ D(Ω))

Para K compacto y f ∈ D(K) se tiene

|Λϕ(f)| ≤
(∫

K

|ϕ| dλ
)
‖f‖

luego Λϕ ∈ D′(Ω). En particular, a cada ϕ ∈ C(Ω) hemos asociado una distribución Λϕ.
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Ejemplo 4.1.2. Medida. Generalizando lo de�nido en el ejemplo (4.1.1). Concretamente para el
caso que ϕ ∈ L1(Ω). Sea µ ∈M(Ω), una medida de Borel compleja en Ω y de�nimos

Λµ(f) =

∫
Ω

fdµ (f ∈ D(Ω))

luego
|Λµ(f)| ≤ |µ| (Ω) ‖f‖ (f ∈ D(Ω))

con lo cual Λµ ∈ D′(Ω).
Como caso particular, se obtiene la distribución que se denomina la medida δx, delta de Dirac en
x, dada por δx(φ) = φ(x) para cada φ ∈ D(Ω).

Ejemplo 4.1.3. Sea Ω = R y supongamos

Λ(f) = f ′(0) (f ∈ D(R))

es inmediato que Λ ∈ D′(R), Λ no es una función ni tampoco una medida.

De�nición 4.1.11. Sea Λ ∈ D′(Ω) y α un multi índice. Se de�ne la distribución derivada α-ésima
de Λ denotada por DαΛ como

(DαΛ)(φ) = (−1)|α|Λ(Dαφ) ∀φ ∈ D(Ω) (4.1)

Si f es una función localmente integrable en Ω, se de�ne la distribución α − sima de f me-
diante Dαf = DαΛf , también conocida como derivada en sentido de una distribución de f . Se pide
comprobar que la igualdad (4.1) de�ne una distribución en Ω.

Si f es una función localmente integrable y la derivada Dαf existe en sentido ordinario tenemos
entonces dos posibles de�niciones para dicha derivada: ΛDαf y DαΛf . La fórmula de integración por
partes nos da la igualdad de ambas si f tiene derivadas parciales continuas de todos los órdenes hasta
el orden |α| . En caso contrario, hay que exigir la continuidad absoluta de la función f .
El teorema de cierre Steinhaus, nos proporciona la posibilidad de derivar término a término en una
sucesión de distribuciones.

Corolario 4.1.9. Sea {Λn} una sucesión de distribuciones en Ω y supongamos que para cada φ ∈
D(Ω) existe el límite

ĺım
n→∞

Λn(φ) = Λ(φ)

entonces Λ ∈ D′(Ω) y la sucesión {DαΛn} converge a DαΛ para cada multi índice α, en el espacio
de las distribuciones.

Para �nalizar este tema partiremos de la convolución de funciones para de�nir después la convolución
de una distribución y una función de clase C∞.

De�nición 4.1.12. Si u es una función compleja de�nida en Rn y x ∈ Rn, de�nimos la función τxu
y ũ mediante:

(τxu)(y) = u(y − x)

ũ(y) = u(−y) ∀y ∈ Rn
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Para dos funciones complejas u y v de�nidas en Rn, en el sentido de Lebesgue. Según la notación
anterior, la convolución se puede escribir

(u ∗ v)(x) =

∫
Rn
u(y)(τxṽ)(y)dy ∀x ∈ Rn

de�nimos entonces

(u ∗ φ)(x) = u(τxφ̃) ∀x ∈ Rn, u ∈ D′(Rn), φ ∈ D(Rn)

ya que
∫

(τxu)v =
∫
u(τ−xv) se veri�ca para funciones u, v se de�ne la traslación τxu para u ∈ D′(Rn)

mediante
(τxu)(φ) = u(τ−xφ) ∀φ ∈ D(Ω), x ∈ Rn

la convolución es siempre una función, �nalmente daremos algunas propiedades que son muy utiliza-
das en múltiples aplicaciones, como la más características digamos que la convolución conmuta con
las traslaciones y derivaciones y el efecto regularizador de la misma.

Teorema 4.1.10. Sea u una distribución en Rn y φ, ψ ∈ D(Rn) entonces:

1. τx(u ∗ φ) = (τxu) ∗ φ = u ∗ (τxφ) ∀x ∈ Rn.

2. u ∗ φ ∈ C∞(Rn) y Dα(u ∗ φ) = u ∗ (Dαφ) para todo multiíndice α.

3. u ∗ (φ ∗ ψ) = (u ∗ φ) ∗ ψ.

4.2. La TF y el Espacio de las Distribuciones Temperadas

En esta sección queremos extender la de�nición de la Transformas de Fourier al espacio de las
distribuciones más concretamente el espacio de las distribuciones temperadas.
Empecemos por considerar el espacio C∞c (Rn), dado K ⊆ Rn, con K compacto de�nimos:

C∞(K) = {u ∈ C∞(Rn)/sop(u) ⊆ K}

C∞c (Rn) =
⋃
{C∞(K), K ⊆ Rn con K compacto}

Ahora veamos cuando una sucesión de funcionales en C∞c (Rn) convergen en éste espacio.

De�nición 4.2.1. Sea uj ∈ C∞c (Rn) y sea la sucesión {uj}j≥1 converge a u0 ∈ C∞c (Rn) sí y sólo si

1. Existe K ⊆ Rn compacto tal que sop(uj) ⊆ K, ∀j ≥ 1.

2. ∀α ∈ N0(Rn), se tiene que Dα(uj) converge uniformemente a Dα(u0) cuando j tiende a ∞.

De�nición 4.2.2. Una funcional lineal y continua T : C∞c (Rn)→ R es una distribución, denotamos

D′(Rn) = {T : C∞c (Rn)→ R : T es una distribución}

al espacio de todas las distribuciones.
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Observación 4.2.1. De�niendo la topología apropiada para C∞c (Rn) compatible con la de�nición
(4.2.1) y denotando al conjunto D(Rn) al conjunto C∞c (Rn) junto con la la topología adecuada (La
inducida por la familia de seminormas) luego una sucesión (uj)j≥1 de�nida en este espacio topológico
convergerá a u0 sí y sólo si lo hace en C∞c (Rn) en el sentido de la de�nición (4.2.1). La idea básica
es considerar funcionales lineales en un espacio de funciones regulares, las llamadas funciones Test.
En este espacio se comportan bien: la diferenciación, la transformada de Fourier, la convolución, la
traslación, la dilatación, etc.

De�namos el soporte de una distribución T ∈ D′(Rn).

De�nición 4.2.3. El soporte de una distribución T ∈ D′(Rn) es el menor conjunto cerrado K ⊆ Rn
tal que, si u ∈ D(Rn) y sop(u) ⊆ Kc entonces 〈T, u〉 = 0.

De�nición 4.2.4. Sea S(Rn), la colección de funciones u ∈ C∞(Rn) y tal que supx
∣∣xαDβu(x)

∣∣ <∞
para todo α, β ∈ Nn0 .
S(Rn) se llama el espacio de Schwartz o el espacio de las funciones Test.

Observación 4.2.2. S(Rn) es un conjunto no vacío, pues la familia de funciones ϕα(x) =

e−α|x|
2

pertenecen a S(Rn)

Las funciones en S(Rn) son rápidamente decrecientes (en el sentido de que ella y todas sus
derivadas decrecen más rápido que la inversa de cualquier polinomio).

Sean C∞c (Rn) y C∞0 (Rn) = {u ∈ C∞ : ĺım
|x|→∞

u(x) = 0} tenemos entonces que

C∞c (Rn) ⊆ S(Rn) ⊆ C∞0 (Rn) ⊆ C∞(Rn)

Para cada α, β ∈ Nn0 de�nimos la seminorma, pα,β(u) = supx
∣∣xαDβu(x)

∣∣, luego S(Rn) es un
espacio vectorial topológico.
Si u ∈ S(Rn) tendremos que pα,β(u) <∞, para todo α, β ∈ Nn0 .

De�nición 4.2.5. Una sucesión (uj)j≥1 en S(Rn) converge en S(Rn) a u0 si y solo si pα,β(uj−u0)→ 0
cuando j →∞ para todo α, β ∈ Nn0 .

De�nición 4.2.6. Una funcional lineal T sobre S(Rn) es continua si T (uj)→ 0 cuando j →∞ cada
vez que uj → 0 siempre que j →∞ en S(Rn).

Ahora podemos de�nir el espacio de las funciones temperadas

De�nición 4.2.7. Una funcional lineal y continua sobre S(Rn) se llama distribución temperada.

La clase formada por todas las distribuciones temperadas se denota S ′(Rn).
A continuación vemos el teorema que nos dice cuando una funcional sobre S(Rn) es continua.

Teorema 4.2.1. Una funcional lineal T sobre S(Rn) es continua sí y sólo si existe c > 0 y m ∈ N0

tal que:

|〈T, u〉| ≤ c
∑

|α|,|β|≤m

pα,β(u) ∀u ∈ S(Rn)
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Podemos enunciar las siguientes observaciones.

Observación 4.2.3. 1. Si u ∈ S ′(Rn) entonces se tiene que u |D∈ D′(Rn).

2. En general no es cierto que dada una distribución se le puede extender a una distribución
temperada.

3. Toda distribución de soporte compacto es una distribución temperada.

4. D(Rn) es denso en el espacio S(Rn).

5. Sea (Tj)j≥1 una sucesión en S ′(Rn). Para cada u ∈ S(Rn) se tiene que (〈Tuj, u〉)j≥1 es conver-
gente sí y sólo si existe T ∈ S ′(Rn) tal que

ĺım
j→∞
〈Tj, u〉 = 〈T, u〉 ∀u ∈ S(Rn)

6. Cualquier f ∈ Lp(Rn) con 1 ≤ p <∞ se identi�ca con una distribución temperada Tf de�nida
por

〈Tf , u〉 =

∫
Rn
f(x)u(x)dx con u ∈ S(Rn)

Finalmente veamos la Transformada de Fourier en el espacio de Schwartz S(Rn).
Para un polinomio p(x) =

∑
α aαx

α con α ∈ Nn0 y aα ∈ R tomamos el operador diferencial asociado
a D es decir P (D) =

∑
α aαD

α.
Si tomamos u ∈ S(Rn) y p(x)u(x), podemos considerar P (D)u(x) ∈ S(Rn) ⊆ L1(Rn). Tenemos el
siguiente lema.

Lema 4.2.2. Sea u ∈ S(Rn) y P un polinomio, se tiene que:

1. P̂ (D)u(ξ) = P (2πiξ)û(ξ).

2. [P (D)û](ξ) = ̂P (−2πix)u(x)(ξ).

Teorema 4.2.3. La aplicación

F : S(Rn) −→ S(Rn)

u 7−→ û

Es una biyección continua.

Demostración. Sea u ∈ S(Rn) y con α, β ∈ Nn0 , por lo tanto por el teorema anterior ítem 2) tenemos
que:

(2πiξ)αDβû(ξ) = (2πiξ)α[ ̂(−2πix)βu(x)](ξ)

y por el mismo lema ítem 1) obtenemos,

(2πiξ)αDβû(ξ) = [Dα
x ( ̂(−2πix)βu(x))](ξ)

luego

pα,β(û) = sup
ξ

∣∣ξαDβû(x)
∣∣ ≤ Cα,β

∥∥∥Dα[ ̂(−2πix)βu]
∥∥∥
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se tiene que û ∈ S(Rn), luego F está bien de�nida.
Por otro lado, sabemos que las aplicaciones

S(Rn) −→ S(Rn)

u 7−→ Dα
x ((−2πix)βu(x))]

y S(Rn) ↪→ L1(Rn)
son continuas, tenemos que la aplicación

F : S(Rn) −→ S(Rn)

u 7−→ û

es continua también.
Ahora veamos que la función F es biyectiva por el teorema de inversión, si f , f̂ ∈ L1(Rn) luego existe

f(x) =

∫
Rn
f̂(t)e2πix·tdt

en casi todo punto de x.
Como u, û ∈ S ⊆ L1(Rn) entonces se debe cumplir

F−1 ◦ F(u) = u

y
F ◦ F−1(û) = u

donde
F−1(û)(ξ) = F(u)(−ξ)

luego

F : S(Rn) −→ S(Rn)

u 7−→ û

resulta ser una aplicación biyectiva.

Ahora de�nimos:

De�nición 4.2.8. Dada una distribución T ∈ S ′(Rn) de�nimos su transformada de Fourier T̂ como〈
T̂ , u

〉
= 〈T, û〉 ∀u ∈ S(Rn)

Por el teorema anterior, se tiene que

T̂ : S(Rn) −→ R ó C
u 7−→ 〈T, û〉

es continua y por lo tanto T̂ ∈ S ′(Rn)

Observación 4.2.4. Dado α ∈ Nn0 se tiene que:
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1. D̂α(T ) = (2πix)αT̂ , ∀T ∈ S ′(Rn).

2. DαT̂ = [ ̂(−2πix)αT ], ∀T ∈ S ′(Rn).

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.1. Sean a ∈ Rn y u ∈ S(Rn) entonces〈
δ̂a, u

〉
= 〈δa, û〉 = û(a) =

∫
Rn
e−2iaxu(x)dx ∀u ∈ S(Rn)

luego se tiene que δ̂a = e−2πiax

Observación 4.2.5. Puesto que el operador F : S(Rn) −→ S(Rn) es sobreyectivo y como S(Rn)es
denso en L2(Rn), entonces se tiene que F : L2(Rn) −→ L2(Rn) es también sobreyectivo.

Concluimos este capítulo con el siguiente teorema.

Teorema 4.2.4. La transformada de Fourier es una aplicación lineal, biyectiva y continua de S ′(Rn)
en S ′(Rn) con inversa continua.

Sabemos que Lp(Rn) ⊆ S ′(Rn), o sea que toda función f ∈ Lp(Rn) con 1 ≤ p < ∞, de�ne una
distribución en S ′(Rn).
En consecuencia tiene sentido f̂ ∈ S ′(Rn).
Si para R > 0 se tiene que fR(x) = χB(0,R)(x)f(x). Entonces ĺım

R→∞
fR(x) = f(x) en S ′(Rn) y por el

teorema anterior tenemos que ĺım
R→∞

f̂R(x) = f̂(x) en S ′(Rn).

Como cada fR(x) ∈ L1(Rn), de�nimos

f̂(ξ) = ĺım
R→∞

∫
B(0,R)

e−2πix·ξf(x)dx en S ′(Rn)

4.3. Conclusión

Extendimos la de�nición de función a una distribución de manera que se pueda de�nir la derivada de
una distribución usando la derivabilidad de una función conocida. Esto nos permite derivar funciones
que en el sentido clásico no son derivables, por ejemplo las funciones que no son continuas.
Podemos decir que una función f es derivable en sentido amplio aplicando lo siguiente

〈f ′, ϕ〉 = 〈f, ϕ′〉

Se de�nió funciones temperadas.
Se introdujo la de�nición de la TF al espacio de funciones temperadas y se demostró que dicha
aplicación es sobreyectiva en este espacio. Ademas como S(Rn) es denso en L2(Rn) es importante la
observación 4.2.5.
Con estos nuevos conceptos debilitamos la convergencia en el e.v.t, ya no hablamos de convergencia
uniforme ni de convergencia puntual sino de convergencia mediante el producto escalar ver ítem 5 de
la observación 4.2.3, ni tampoco susecionalmente continua implica continuidad como en los espacio
métricos y espacios normables.

80



Capítulo 5

La Transformada de Fourier Aplicada a
problemas de contornos no acotados

5.1. Aplicaciones de la transformada de Fourier a las EDP

En este capítulo nos ocuparemos de una de las herramientas más utilizadas para resolver problemas
procedentes de campos tan distintos como pueden ser la Teoría de Circuitos, la Elasticidad Lineal,
la Transmisión de Calor o la Propagación de Ondas. Nos referimos a la Transformada de Fourier(F).
La idea básica del uso de las transformadas integrales (no sólo de Fourier sino de otras transformadas
como la de Laplace, la de Hilbert, la de Hankel, la de Mellín o la transformada Zeta) consiste en
lo siguiente: supongamos que estamos estudiando un determinado fenómeno físico que describimos
por medio de un modelo matemático. Dicho modelo estará formado por una o varias ecuaciones di-
ferenciales (ordinarias o en derivadas parciales) con sus correspondientes condiciones iniciales y/o de
contorno. El problema consiste en resolver dicho modelo matemático, es decir, resolver una ecuación
diferencial. Es ahora cuando intervienen las transformadas integrales, en particular la transformada
de Fourier, para transformar dicha ecuación diferencial en otra ecuación (algebraica o también di-
ferencial), la cual va a resultar más fácil de resolver que la ecuación diferencial de partida. De esta
forma transformamos nuestro problema original complicado en un problema más sencillo. Resolvemos
el problema transformado y luego calculamos la transformada inversa de la solución del problema
transformado bajo la suposición, claro está, de que esta solución inversamente transformada sea la
solución de nuestro problema original. En bastantes casos, esta suposición se convierte en realidad y
conseguimos, por este procedimiento, resolver nuestro problema original. Esquemáticamente, lo que
estamos diciendo se puede ver en la �gura (5.1).
La transformada de Fourier está especialmente indicada para resolver EDP donde el dominio espacial
es todo R (dominios no acotados). Consideremos, por ejemplo, el problema de difusión del calor(PC)
en un alambre in�nito, supuesta conocida la temperatura inicial en cada punto

(PC)

{
ut(x, t)− uxx(x, t) = 0 x ∈ R, t > 0 Ec. de Calor

u(x, 0) = f(x) x ∈ R Condición inicial

Supondremos que todas las funciones que aparecen, veri�can las hipótesis necesarias para que tengan
sentido los cálculos que vamos a llevar a cabo.
Si recordamos el teorema (3.2.7), tomando n = 1 podemos enunciar la siguiente proposición.
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Figura 5.1: Esquema práctico.

Proposición 5.1.1. Sea f ∈ C∞(R), con f ∈ L1(R) entonces

F(f ′) = 2πixF(f)

F(f ′′) = −4π2x2F(f)

F(fn) = (2πix)nF(f)

La demostración es sencilla utilizando el teorema antes mencionado junto al método de inducción
sobre el orden de derivación de f .
Volviendo al problema de de difusión del calor (PC), aplicamos la transformada de Fourier respecto
de la variable x, llamando

U(ξ, t) =

∫
R
u(x, t)e−2πixξdx

y utilizando la proposición (5.1.1), se obtiene

(PV I)

{
Ut(ξ, t)− (−4π2ξ2)U(ξ, t) = 0 ξ ∈ R, t > 0

U(ξ, 0) = F(f)(ξ) ξ ∈ R

Fijado ξ, la EDP anterior podemos resolverla como una EDO lineal de primer orden, por métodos
ya conocidos (separación de variables), por lo que integrando resulta

U(ξ, t) = Ce−4π2ξ2t

Para poder determinar la constante C utilizamos las condiciones iniciales C = U(ξ, 0) = Ce−4π2ξ20 =
F(f)(ξ), luego la solución (PVI) está dado por

U(ξ, t) = F(f)(ξ)e−4π2ξ2t
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Queremos ahora aplicar transformada inversa tomando t constante y obtener la solución del problema
(PC).

u(x, t) =

∫
R
f̂(ξ)e−4π2ξ2te2πixξdξ

Otra forma de expresar la solución del (PC) es usando la de�nición del producto convolución del
capítulo 3 y en virtud del teorema (3.2.4) (f ∗ g)̂ = f̂ ∗ ĝ
tomamos ĝ(ξ) = e−4π2ξ2t ∈ S(R) con t constante y por el corolario (3.2.19) luego

F−1(ĝ)(ξ) =
1√
4πt

e−
x2

4t

se sigue

u(x, t) = f(x) ∗ 1√
4πt

e−
x2

4t =
1√
4πt

∫
R
f(x− y)e−

y2

4t dy =
1√
4πt

∫
R
f(y)e−

(x−y)2
4t dy

La función

E(x, t) =
1√
4πt

e−
x2

4t

es el núcleo gaussiano descripto en el capítulo 3, que juega un papel destacado a la hora de resolver
la Ec. del Calor (de hecho, se le suele llamar por ello solución fundamental de la Ec. del Calor).
Consideremos ahora el siguiente problema elíptico en un semiplano

(PD)

{
uyy(x, y) + uxx(x, y) = 0 x ∈ R, y > 0 Ec. de Laplace

u(x, 0) = f(x) x ∈ R Condición de contorno

La primera observación es que si u(x, y) es una solución de este problema, entonces u(x, y) + Cy
también lo es para cualquier valor de C ∈ R. Con el �n de quedarnos con una única solución, vamos
a determinar aquella que está acotada cuando y → +∞. De nuevo, vamos a suponer que estamos en
condiciones de poder llevar a cabo todos los cálculos que siguen.
Aplicando transformada de Fourier respecto de la variable x, llamando

U(ξ, y) =

∫
R
u(x, y)e−2πixξdx

y utilizando la proposición (5.1.1), sobre la transformada de la derivada segunda respecto de x, se
obtiene como antes {

Uyy(ξ, y)− 4π2ξ2U(ξ, y) = 0 ξ ∈ R, y > 0

U(ξ, 0) = F(f)(ξ) ξ ∈ R

Fijado ξ, la EDP anterior podemos resolverla como si fuera una EDO lineal de segundo orden, por
lo que integrando se llega a

U(ξ, y) = c1e
|2πξ|y + c2e

−|2πξ|y

donde c1 , c2 son constantes arbitrarias. Como queremos que u(x, y) esté acotada cuando y → ∞,
también debe estarlo U(ξ, y), luego c1 = 0. Por otro lado, utilizando la condición inicial, concluimos
que c2(ξ) = U(ξ, 0) = F(f)(ξ), por lo que �nalmente

U(ξ, y) = F(f)(ξ)e−|2πξ|y
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Ahora aplicamos transformada inversa tomando y constante y obtenemos la solución del problema
(PD).

u(x, y) =

∫
R
f̂(ξ)e−|2πξ|ye2πixξdξ

De manera similar al que se realizó con el problema (PC) expresemos el resultado utilizando el
producto convolución (respecto de la variable x).
Tomamos ĝ(ξ) = e−|2πξ|y con y constante , por el corolario (3.2.19) luego

F−1(ĝ)(ξ) = cn
y

y2 + x2

se sigue

u(x, y) = f(x) ∗ cn
y

y2 + x2
= cn

∫
R
f(x− z)

y

z2 + y2
dz

La función
P (x, y) = cn

y

y2 + x2

es el núcleo de Poisson descripto en el capítulo 3.

5.2. La Delta de Dirac

En general, las magnitudes físicas tienen una naturaleza distribuida, es decir, están de�nidas sobre
un cierto dominio espacial ó en cada instante de un cierto intervalo temporal. Esta regla tiene
excepciones: existen sistemas con parámetros, acciones o condiciones iniciales que están localizados
en partes muy reducidas (casi puntuales) del dominio. Por ejemplo, una carga concentrada en una
sección muy pequeña de una viga o una fuente térmica localizada en una zona también muy pequeña.
Existen también procesos en los que se ejercen acciones con valores signi�cativos únicamente en
intervalos de tiempo muy cortos, como fuerzas producidas por impactos y aportaciones de calor u
otras magnitudes en forma impulsiva (chispazos, destellos, etc). Surge así la necesidad de representar
en un mismo esquema tanto variables distribuidas en el espacio y el tiempo como concentradas
únicamente en puntos o instantes de tiempo especí�cos. Pensemos, por ejemplo, en la acción de una
fuerza instantánea. Supongamos que un cuerpo de masa unidad, en reposo en el instante inicial t = 0,
experimenta la acción de una fuerza impulsiva en un instante t0 > 0, que le comunica una velocidad
v = 1, después de lo cual la acción de la fuerza termina. Nos interesa determinar la fuerza F (t) que
actuá sobre el cuerpo en el instante t. Según la Segunda Ley de Newton, si a(t) designa la aceleración
del cuerpo en el instante t

F (t) = a(t) (5.1)

En este caso,

a(t) =

{
∞ si t = t0

0 si t 6= t0

dado que la velocidad del cuerpo es constante todo el tiempo, salvo en t = t0, donde pasa de valer 0
a valer 1 instantáneamente. Desde el punto de vista clásico, es evidente que la expresión que resulta
no tiene sentido matemático, ya que no existe una función de t así de�nida.
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Aún más, si integramos formalmente la expresión (5.1) entre 0 y τ > t0, teniendo en cuenta que la
aceleración es la derivada de la velocidad, resulta que∫ τ

0

F (t)dt = v(t)− v(0) = 1

donde v(t) designa la velocidad del cuerpo en el instante t. De nuevo, es fácil darse cuenta que la
igualdad anterior no tiene sentido clásico: como F (t) = 0 cuando t 6= t0, la integral que �gura en el
término de la izquierda es igual a cero, mientras que el segundo miembro no lo es. A partir de los
razonamientos físicos, cabría esperar que dichas igualdades tuvieran algún sentido. Estas aparentes
contradicciones se pueden superar mediante una nueva noción matemática: las distribuciones o fun-
ciones generalizadas.
Sin duda, la distribución más conocida es la Delta de Dirac. Este ente matemático fue manejado con
gran habilidad por Oliver Heaviside a �nales del siglo XIX y ha sido usado por los físicos desde 1920.
En particular, fue utilizado sistemáticamente por el físico teórico inglés Paul A. M. Dirac en su libro
Principios de Mecánica Cuántica, obteniendo muchas de las propiedades que veremos más adelante.
Dirac ganó el Premio Nobel en 1933 por su trabajo sobre la formulación teórica de la mecánica cuán-
tica. Pero, para los matemáticos la Delta de Dirac era una monstruosidad: Heaviside fue atacado y
muchos de sus trabajos no fueron aceptados para su publicación por los editores de revistas alegando
falta de rigor matemático, a lo que él respondía:¾Debería renunciar a mi cena porque no entiendo

completamente el proceso de la digestión?. Entre 1945 y 1948, Laurent Schwartz publicó una serie de
artículos exponiendo una teoría matemáticamente coherente y completa de esta nueva herramienta,
lo que le valió la Medalla Fields en 1950. De manera independiente, la escuela rusa (I. M. Gelfand,
G. E. Shilov, S. L. Sobolev) también trabajó en el mismo campo, por lo cual está considerada igual-
mente responsable de esta nueva teoría. En la actualidad, el estudio de las Ecuaciones en Derivadas
Parciales no puede entenderse fuera del ámbito de las distribuciones.
Según acabamos de ver, intuitivamente, la Delta de Dirac en el punto t0 (que se suele representar
por δ(t− t0)) debe veri�car

δ(t− t0) =

{
∞ si t = t0

0 si t 6= t0

Por supuesto, no existe una función tal entre las clásicas, pero si es posible de�nir una función
generalizada ó distribución como límite de la siguiente familia de funciones clásicas: si ε > 0,

fε(t) =

{
1
2ε

si t ∈ [t0 − ε, t0 + ε]

0 si t /∈ [t0 − ε, t0 + ε]

Se puede comprobar que

ĺım
ε→0

fε(t) =

{
∞ si t = t0

0 si t 6= t0

El uso de este procedimiento no es una novedad en matemáticas: por ejemplo, ha sido utilizado para
construir los números reales a partir de los números racionales (todo número real es límite de una
sucesión de números racionales). Paul Dirac utilizó esta técnica para trabajar con la Delta y de�nir
sobre ella diversas operaciones de interés. Por ejemplo, la integral: teniendo en cuenta que para cada
ε > 0, ∫ +∞

−∞
fε(t)dt =

∫ t0+ε

t0−ε

1

2ε
dt = 1
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así de�nió ∫ +∞

−∞
δ(t− t0)dt

def
= ĺım

ε→0

∫ +∞

−∞
fε(t)dt = 1

tal y como precisamos en el caso de la fuerza instantánea. De la misma forma, para cada función
ψ(t) continua en t0 ∫ a

b

δ(t− t0)ψ(t)dt
def
= ĺım

ε→0

∫ a

b

fε(t)ψ(t)dt = 0 si t0 /∈ (a, b)

∫ a

b

δ(t− t0)ψ(t)dt
def
= ĺım

ε→0

∫ a

b

fε(t)ψ(t)dt = ĺım
ε→0

1

2ε

∫ t0+ε

t0−ε
ψ(t)dt = ψ(t0) si t0 ∈ (a, b)

gracias al Teorema del Valor Medio para el Cálculo Integral.

Existen muchas otras familias de funciones clásicas que pueden ser utilizadas para de�nir la Delta
de Dirac en un punto t0, en diferentes situaciones según convenga. Algunos ejemplos son:

I) fε(t) = 1
2ε
e−
|t−t0|
ε

II) fε(t) = ε
π((t−t0)2+ε2)

III) fε(t) = 1
π(t−t0)

sen( (t−t0)
ε

)

IV) fε(t) = 1
2
√
πε
e−

(t−t0)
2

ε

Comprobemos, por ejemplo, la familia I) de�ne la Delta de Dirac: en primer lugar, se observa que

fε(t0) =
1

2ε
→∞, cuando ε→ 0

y si t 6= t0, no es difícil comprobar que

fε(t) =
1

2ε
→ 0, cuando ε→ 0

Además, haciendo el cambio de variable y = (t− t0)/ε:

ĺım
ε→0

∫ +∞

−∞
fε(t)ψ(t)dt = ĺım

ε→0

∫ +∞

−∞

1

2ε
e−
|t−t0|
ε ψ(t)dt = ĺım

ε→0

∫ +∞

−∞

e−|y|

2
ψ(t0 + εt)dy

=

∫ +∞

−∞

e−|y|

2
ψ(t0)dy = ψ(t0)

∫ +∞

0

e−|y|dy = ψ(t0)

De manera similar se puede comprobar para el resto.
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Figura 5.2: Dos aproximaciones diferentes de la Delta de Dirac en el origen.

5.2.1. Extensión del concepto de derivada

Veamos ahora cómo se puede extender la noción de derivada para que sea aplicable a las distribuciones
ó funciones generalizadas como la Delta de Dirac, pero de manera que siga coincidiendo con la noción
habitual sobre las funciones conocidas. Para ello se utiliza la siguiente idea: supongamos que tenemos
dos funciones regulares f y ϕ de clase C1 en el intervalo (a, b). En virtud de la fórmula de integración
por partes, sabemos que se veri�ca∫ b

a

f ′(t)ϕ(t)dt = f(b)ϕ(b)− f(a)ϕ(a)−
∫ b

a

f(t)ϕ′(t)dt

Si la función ϕ veri�ca además que ϕ(a) = ϕ(b) = 0, resulta que∫ b

a

f ′(t)ϕ(t)dt = −
∫ b

a

f(t)ϕ′(t)dt (5.2)

Notemos que el término de la izquierda de la expresión (5.2) solamente tiene sentido si f es regular.
Sin embargo, el término de la derecha tiene sentido, aunque f no sea derivable en el sentido clásico
(por ejemplo, es válido si f es continua a trozos en [a, b]). Teniendo este hecho en cuenta, introducimos
la siguiente de�nición

De�nición 5.2.1. Dada f una función (clásica o generalizada) en [a, b], se de�ne la derivada primera
de f (en el sentido de las distribuciones) como la aplicación lineal

f ′ : D(a, b) −→ R

dada por ∫ a

b

f ′(t)ϕ(t)dt
def
= −

∫ a

b

f(t)ϕ′(t)dt
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donde
D(a, b) = {ϕ ∈ C∞(a, b) : sop(ϕ) = (a, b)}

siempre y cuando la integral de la derecha esté bien de�nida para cada ϕ ∈ D(a, b).

Observación 5.2.1. Notemos que en la de�nición anterior estamos cometiendo un abuso de lenguaje
al escribir

∫ b
a
f ′(t)ϕ(t)dt, aún cuando esta expresión (en principio) sólo tiene sentido para funciones

regulares. Para ver una de�nición mas apropiada y un estudio más profundo de las distribuciones
podremos ver el capitulo 4. En tal caso podremos considerar las ϕ como funciones de soporte
compacto.

Ejemplo 5.2.1. Para empezar, vamos a calcular la derivada en el sentido de las distribuciones de la
función de Heaviside H(t) dada por

H(t) =

{
1 si t > 0

0 si t < 0

Eligiendo, por ejemplo, el intervalo de trabajo (a, b) = (−1, 1), resulta que para cada ϕ ∈ D(−1, 1)∫ 1

−1

H ′(t)ϕ(t)dt
def
= −

∫ 1

−1

H(t)ϕ′(t)dt = −
∫ 1

0

ϕ′(t)dt = ϕ(0)− ϕ(1) = ϕ(0)

Por otro lado, teniendo en cuenta lo que conocemos sobre la Delta de Dirac en el origen (t0 = 0),
sabemos que ∫ 1

−1

δ(t)ϕ(t)dt = ϕ(0)

luego concluimos que ∫ 1

−1

H ′(t)ϕ(t)dt =

∫ 1

−1

δ(t)ϕ(t)dt

para cada ϕ ∈ D(−1, 1). Se dice entonces que la derivada (en el sentido de las distribuciones) de la
función de Heaviside coincide con la Delta de Dirac en el origen, es decir, H ′(t) = δ(t).

Ejemplo 5.2.2. Dada la función

f1(t) =

{
−t2 si t ∈ (0, 1)

t2 si t ∈ [1, 2)

sabemos que es derivable (en el sentido clásico) en todos los puntos, salvo en t = 1 donde es discon-
tinua. Vamos a calcular ahora su derivada en el sentido de las distribuciones. En este caso, tomando
(a, b) = (0, 2), por de�nición, tenemos que para cada ϕ ∈ D(0, 2)∫ 2

0

f ′1(t)ϕ(t)dt
def
= −

∫ 2

0

f1(t)ϕ′(t)dt =

∫ 1

0

t2ϕ′(t)dt−
∫ 2

1

t2ϕ′(t)dt

Integrando por partes en cada integral y usando que ϕ(0) = ϕ(2) = 0, resulta∫ 2

0

f1(t)ϕ(t)dt
def
= t2ϕ(t) |10 −

∫ 1

0

2tϕ(t)dt− t2ϕ(t) |21 +

∫ 2

1

2tϕ(t)dt =
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2ϕ(1)−
∫ 1

0

2tϕ(t)dt+

∫ 2

1

2tϕ(t)dt = 2

∫ 2

0

δ(t− 1)ϕ(t)dt+

∫ 2

0

g1(t)ϕ(t)dt

donde

g1(t) =

{
−2t si t ∈ (0, 1)

2t si t ∈ (1, 2)

�nalmente tenemos que
f ′1 = 2δ(t− 1) + g1(t).

Es decir, la derivada de f1 en el sentido de las distribuciones viene dada por la suma de g1 (derivada
de f1 en el sentido clásico en los puntos donde existe) más la Delta de Dirac en t = 1 (porque ése
es el punto donde f1 posee una discontinuidad de salto �nito) multiplicada por 2 (porque ése es el
salto de f1 en t = 1)

Observación 5.2.2. I) En general, es posible utilizar la misma técnica del ejemplo anterior para
demostrar que para cada función f de clase C1 a trozos en un intervalo (a, b), se veri�ca que la
derivada de f en el sentido de las distribuciones viene dada por

f ′(t) = (f(t+1 )− f(t−1 ))δ(t− t1) + . . .+ (f(t+n )− f(t−n ))δ(t− tn) + g(t)

siendo t1, . . . tn los puntos de (a, b) donde f presenta discontinuidades de salto �nito y

g(t) =



f ′(t) si t ∈ (a, t1)

f ′(t) si t ∈ (t1, t2)

. . .

f ′(t) si t ∈ (tn−1, tn)

f ′(t) si t ∈ (tn, b)

donde f ′(t) designa la derivada de f en el sentido clásico en los puntos donde existe. Para verlo,
basta integrar por partes en cada subintervalo donde la función f es derivable.

II) Por supuesto, en los casos en que f es C1(a, b), su derivada en el sentido de las distribuciones
coincide con la derivada clásica, ya que al no tener f discontinuidades las Deltas de Dirac no
aparecen.

III) Una propiedad interesante de la derivación en el sentido de las distribuciones es que sigue siendo
una operación lineal, esto es, la derivada de la suma es la suma de las derivadas y la derivada
de una función multiplicada por una constante, viene dada por la constante multiplicada por la
derivada de la función. Ahora combinando los ejemplos (5.2.1)-(5.2.2) y podemos concluir que
la derivada en el sentido de las distribuiciones de 5H(t) + 7f1(t) viene dada por 5δ(t) + 14δ(t−
1) + 7g1(t).

IV) Otra cuestión muy interesante de la nueva noción es que puede aplicarse a funciones generali-
zadas, como por ejemplo, la propia Delta de Dirac en un punto, obteniéndose∫ +∞

−∞
δ′(t− t0)ϕ(t)dt

def
= −

∫ +∞

−∞
δ(t− t0)ϕ′(t)dt = −ϕ′(t0).

luego δ′(t0) = −ϕ′(t0)
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Figura 5.3: Dos aproximaciones diferentes de la Delta de Dirac en el origen.

Como ya vimos en el capítulo 4 es posible obtener la derivada n-ésima de una distribución y usando
la de�nición (4.1.11) para nuestro caso particular obtenemos la siguiente de�nición.

De�nición 5.2.2. Dada f una función (clásica o generalizada) en [a, b] , se de�ne la derivada n-ésima
de f (en el sentido de las distribuciones) como la aplicación lineal

fn : D(a, b) −→ R

dada por ∫ a

b

fn(t)ϕ(t)dt
def
= (−1)n

∫ a

b

f(t)ϕn(t)dt

siempre y cuando la integral de la derecha esté bien de�nida para cada ϕ ∈ D(a, b).

Observación 5.2.3. I) Teniendo en cuenta que las funciones ϕ son de clase C∞ y, por lo tanto,
derivables in�nitas veces, una conclusión muy importante de las de�niciones anteriores es que
las distribuciones (o funciones generalizadas) se pueden derivar in�nitas veces en el sentido de
las distribuciones.

II) Por ejemplo, podemos derivar la Delta de Dirac tantas veces como queramos, obteniendo∫ +∞

−∞
δn(t− t0)ϕ(t)dt

def
= (−1)n

∫ +∞

−∞
δ(t− t0)ϕn(t)dt = (−1)nϕn(t0).

III) Combinando los resultados anteriores y volviendo a los ejemplos (5.2.1)-(5.2.2) se pueden com-
probar sin mucha di�cultad las identidades siguientes:

H ′′(t) = δ′(t), · · · , Hn(t) = δn−1(t)

f ′′1 (t) = 2δ′(t− 1) + 4δ(t− 1) + g2(t)
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con

g2(t) =

{
−2 si t ∈ (0, 1)

2 si t ∈ (1, 2)

f ′′′1 (t) = 2δ′′(t− 1) + 4δ′(t− 1) + 4δ(t− 1)

y si n ≥ 4
fn1 (t) = 2δn−1(t− 1) + 4δn−2(t− 1) + . . .+ 4δ(t− 1)

5.2.2. Transformada de Fourier y la Delta de Dirac

Uno de los temas centrales de la teoría de distribuciones desarrollada por Schwartz es ampliar el uso
de la Transformada de Fourier a distribuciones y funciones clásicas que no cumplen los requisitos
vistos en el Capítulo 3. Veamos cómo hacerlo, a partir de las de�niciones vistas allí, entendidas en
el sentido generalizado del apartado anterior:

a) F(δ(t− α))(ξ) = e−i2πξα. Tomando α = 0 resulta que, F(δ(t))(ξ) = 1

F(δ(t− α))(ξ)
def
=

∫
R
δ(t− α)e−i2πξtdt = e−i2πξα (5.3)

b) F(δ′(t− α))(ξ) = 2πξie−i2πξα. Tomando α = 0 resulta que, F(δ(t))(ξ) = 2πξi

F(δ′(t− α))(ξ)
def
=

∫
R
δ′(t− α)e−i2πξtdt

def
= −

∫
R
δ(t− α)

d

dt
(e−i2πξt)dt

= 2πξi

∫
R
δ(t− α)e−i2πξtdt = 2πξie−i2πξα (5.4)

Análogamente, para cada n ∈ N, se obtiene la expresión F(δn(t − α))(ξ) = (2πξi)ne−i2πξα. To-
mando α = 0, resulta que F(δn(t))(ξ) = (2πξi)n.

F(δn(t− α))(ξ)
def
=

∫
R
δn(t− α)e−i2πξtdt = (−1)n

∫
R
δ(t− α)

dn

dtn
(e−i2πξt)dt

= (−1)n
∫
R
(−2πξi)nδ(t− α)e−i2πξtdt = (2πξi)ne−i2πξα (5.5)

c) Con la misma �losofía, F−1(δ(ξ − α))(t) = e2πitα , o equivalentemente, F(e2πitα)(ξ) = δ(ξ − α).

F−1(δ(ξ − α))(t)
def
=

∫
R
δ(ξ − α)ei2πtξdξ = ei2πtα (5.6)

En particular, haciendo α = 0, se llega a F−1(δ(ξ))(t) = 1 ó F(1)(ξ) = δ(ξ). Usando la expresión
integral de la Transformada de Fourier, estas identidades se pueden expresar como∫

R
e−2πit(ξ−α)dt = δ(ξ − α) y

∫
R
e−2πit(ξ)dt = δ(ξ)
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d) F−1(δ′(ξ−α)(t) = −2πite2πitα ó F(tei2πtα)(ξ) = i
2π
δ′(ξ−α). En particular, con α = 0 F−1(δ′(ξ))(t) =

−2πit ó F(t)(ξ) = i
2π
δ′(ξ).

F−1(δ′(ξ − α))(t)
def
=

∫
R
δ′(ξ − α)ei2πξtdξ = −

∫
R
δ(ξ − α)

d

dξ
(ei2πtξ)dξ =

= −
∫
R
δ(ξ − α)2πitei2πtξdξ = −2πitei2πtα (5.7)

Análogamente, para cada n ∈ N, se deduce la expresión

F−1(δn(ξ − α))(t) = (−2πit)nei2πtα ó F(tnei2πtα)(ξ) = (
i

2π
)nδn(ξ − α) (5.8)

F−1(δn(ξ − α))(t)
def
=

∫
R
δn(ξ − α)ei2πξtdξ = (−1)n

∫
R
δ(ξ − α)

dn

dξn
(ei2πtξ)dξ =

= (−1)n
∫
R
δ(ξ − α)(2πit)nei2πtξdξ = (−2πit)nei2πtα

Nuevamente, considerando el caso particular α = 0, llegamos a que

F−1(δn(ξ))(t) = (−2πit)n ó F(tn)(ξ) = (
i

2π
)nδn(ξ)

Usando la linealidad, podemos obtener entonces la Transformada de Fourier (generalizada) de
cualquier polinomio:

F(a+ a1t+ . . .+ ant
n)(ξ) =

n∑
k=0

ak(
i

2π
)kδk(ξ) (5.9)

5.2.3. Otras Propiedades de la Delta de Dirac

1. Para cada función φ ∈ C∞(R), se veri�ca φ(t)δ(t−t0) = φ(t0)δ(t−t0). En particular, φ(t)δ(t) =
φ(0)δ(t) y (t− t0)nδ(t− t0) = 0, si n > 0.∫

R
φ(t)δ(t− t0)ϕ(t)dt = φ(t0)ϕ(t0) =

∫
R
φ(t0)δ(t− t0)ϕ(t)dt.

Tomando t0 = 0, se tiene por ejemplo que tδ(t) = 0, lo cual resulta sorprendente, porque la
única solución clásica de la ecuación tx(t) = 0 es x(t) = 0, mientras que en el espacio de las
distribuciones tendríamos in�nitas soluciones de la forma x(t) = Cδ(t), para cada C ∈ R.

2. Para cada función φ ∈ C(R), se veri�ca δ(t − t0) ∗ φ(t) = φ(t) ∗ δ(t − t0) = φ(t − t0). En
particular, δ(t) ∗φ(t) = φ(t) ∗ δ(t) = φ(t), es decir, la Delta de Dirac en el origen es el elemento
neutro para el producto de convolución

(δ(t− t0) ∗ φ(t))(s) =

∫
R
δ(t− s− t0)φ(s)ds = φ(t− t0)

(φ(t) ∗ δ(t− t0))(s) =

∫
R
φ(t− s)δ(s− t0)ds = φ(t− t0)
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Notemos además que si t0 ≥ 0 y φ(t) = 0 para cada t < 0, se veri�ca

δ(t− t0) ∗ φ(t) =

{
φ(t− t0) si t ≥ t0

2t si t < t0

3. Se veri�ca la identidad
tδ′(t) = −δ(t)

ya que para cada ϕ ∈ D(−1, 1), se satisface∫ 1

−1

tδ′(t)ϕ(t)dt = −
∫ 1

−1

δ(t)(tϕ(t))′dt = −
∫ 1

−1

δ(t)(ϕ(t)+tϕ′(t))dt = −ϕ(0) = −
∫ 1

−1

δ(t)ϕ(t)dt

5.2.4. Series de Fourier y la Delta de Dirac

Para empezar, podemos utilizar las expresiones vistas en el Capítulo 2 (ver (2.20)-(2.21)) para obtener
el desarrollo en serie de Fourier de la Delta de Dirac en un punto t = t0 ∈ (−π, π):

an =
1

π

∫ π

−π
δ(t− t0) cos(nt) =

1

π
cos(nt0), n = 0, 1, 2 . . . (5.10)

bn =
1

π

∫ π

−π
δ(t− t0) sen(nt) =

1

π
sen(nt0), n = 1, 2, 3 . . . (5.11)

de donde se llega a la identidad

δ(t− t0) =
1

2π
+

1

π

∞∑
n=1

(cos(nt0) cos(nt) + sen(nt0) sen(nt)) =

=
1

2π
+

1

π

∞∑
n=1

cos(n(t− t0)), t ∈ (−π, π) (5.12)

Notemos que los coe�cientes an y bn no veri�can (en general) la propiedad de tender hacia 0 cuando
n→∞, porque la Desigualdad de Bessel deja de tener sentido en este contexto.
Como consecuencia de (5.12) extendida por periodicidad, se llega a que

∞∑
−∞

δ(t− (t0 + 2kπ)) =
1

2π
+

1

π

∞∑
n=1

cos(n(t− t0)), t ∈ R (5.13)

Utilizando las fórmulas análogas a (5.10)-(5.11) para δ′(t − t0), obtenemos otras identidades igual-
mente interesantes

δ′(t− t0) =
1

π

∞∑
n=1

n(sen(nt0) cos(nt)− cos(nt0) sen(nt)), t ∈ (−π, π) (5.14)

∞∑
−∞

δ′(t− (t0 + 2kπ)) =
1

π

∞∑
n=1

n(sen(nt0) cos(nt)− cos(nt0) sen(nt)), t ∈ (−π, π) (5.15)
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Figura 5.4: Aproximación de Fourier para la Delta de Dirac y su derivada en el origen.

La �gura (5.4) muestra las sumas parciales (con cincuenta términos cada una) de las series de
Fourier asociadas a la Delta de Dirac en el origen y su derivada en [−π, π], aunque representadas
en el intervalo [−3π, 3π]. Por supuesto, se pueden obtener expresiones análogas para la derivadas de
orden superior.
Otra cuestión interesante tiene que ver con la relación que existe entre la serie de Fourier de f ′(t)
y la derivada de la serie de Fourier asociada a f(t). Vamos a ver que en ocasiones coinciden y que
en otros casos no. Para �jar ideas, supongamos que f(t) es una función C1 a trozos en [−π, π], que
tiene eventualmente una discontinuidad de salto �nito en un punto t1 y que existe f ′(t) para cada
t 6= t1. Como hemos hecho anteriormente, denotamos

g(t) =

{
f ′(t) si t ∈ (−π, t1)

f ′(t) si t ∈ (t1, π)

Vamos a estudiar la relación existente entre los coe�cientes de Fourier asociados a f y g, que desig-
naremos por (an, bn) y (a′n, b

′
n), respectivamente. Integrando por partes las expresiones iniciales se

sigue que

a′0 =
1

π

∫ π

−π
g(t)dt =

1

π

(∫ t1

−π
f ′(t)dt+

∫ π

t1

f ′(t)dt

)
=

1

π
(f(t−1 )− f(−π+) + f(π−)− f(t+1 )). (5.16)

a′n =
1

π

∫ π

−π
g(t) cos(nt)dt =

1

π

(∫ t1

−π
f ′(t) cos(nt)dt+

∫ π

t1

f ′(t) cos(nt)dt

)
=

=
1

π

(
f(t) cos(nt) |t1−π +n

∫ t1

−π
f(t) sen(nt)dt+ f(t) cos(nt) |πt1 +n

∫ π

t1

f(t) sen(nt)dt

)
=

=
1

π
((f(t−1 )− f(t+1 )) cos(nt1) + (f(π−)− f(−π+)) cos(nπ)) + nbn. n = 1, 2, . . .

(5.17)
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b′n =
1

π

∫ π

−π
g(t) sen(nt)dt =

1

π

(∫ t1

−π
f ′(t) sen(nt)dt+

∫ π

t1

f ′(t) sen(nt)dt

)
=

=
1

π

(
f(t) sen(nt) |t1−π −n

∫ t1

−π
f(t) cos(nt)dt+ f(t) sen(nt) |πt1 −n

∫ π

t1

f(t) cos(nt)dt

)
=

=
sen(nt)

π
(f(t−1 )− f(t+1 ))nan n = 1, 2, . . .

(5.18)

Teniendo en cuenta las expresiones (5.16)-(5.18), se llega a las siguientes conclusiones:

1. Si f es continua en t1 y f(−π+) = f(π−), la serie de Fourier de g coincide con la derivada
(término a término) de la serie de Fourier asociada a f , ya que

f(t) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nt) + bn sen(nt)), ∀t ∈ (−π, π),

mientras que

g(t) =
a′0
2

+
∞∑
n=1

(a′n cos(nt)+b′n sen(nt)) =
∞∑
n=1

(−nan sen(nt)+nbn cos(nt)), ∀t ∈ (−π, π), t 6= t,

dado que a′0 = 0, a′n = nbn y b′n = −nan.

2. Si f no es continua en t1, pero f(−π+) = f(π−), la serie de Fourier de la derivada de f en el
sentido de las distribuciones coincide con la derivada (término a término) de la serie de Fourier
asociada a f en (−π, π), ya que

f(t) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nt) + bn sen(nt)), ∀t ∈ (−π, π), t 6= t1

mientras que usando (5.12) se tiene

g(t) =
a′0
2

+
∞∑
n=1

(a′n cos(nt)+b′n sen(nt)) = (f(t−1 )−f(t+1 ))(δ(t−t1))+
∞∑
n=1

(−nan sen(nt)+nbn cos(nt))

o equivalentemente,

f ′(t) = g(t) + (f(t−1 )− f(t+1 ))δ(t− t1) =
∞∑
n=1

(−nan sen(nt) + nbn cos(nt))

3. Si f no es continua en t1 y f(−π+) 6= f(π−), aparece además otra Delta de Dirac:

g(t) =
a′0
2

+
∞∑
n=1

(a′n cos(nt) + b′n sen(nt)) =

= (f(t−1 )− f(t+1 ))δ(t− t1) + (f(π−)− f(−π+))δ(t− π) +
∞∑
n=1

(−nan sen(nt) + nbn cos(nt))

que se corresponde con la discontinuidad de salto �nito que aparece en los múltiplos de π,
cuando se extiende la función f por periodicidad.
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Ejemplo 5.2.3. Podemos comprobar que

|t| = π

2
+
∞∑
n=1

2((−1)n − 1)

πn2
cos(nt), ∀t ∈ (−π, π)

Como f(t) = |t| es continua y de clase C1 a trozos en [−π, π] y además f(π) = f(−π), obtenemos el
desarrollo en serie de Fourier de la función g(t) = signo(t), sin más que derivar término a término la
expresión anterior:

∞∑
n=1

2(1− (−1)n)

πn
sen(nt) =


−1 si t ∈ (−π, 0)

0 si t ∈ {−π, 0, π}
1 si t ∈ (0, π)

Si queremos seguir derivando ahora esta expresión en el sentido de las distribuciones, nos encontramos
que

δ(t) =
∞∑
n=1

(1− (−1)n)

π
cos(nt), ∀t ∈ (−π, π).

A partir de esta identidad extendida por periodicidad a todo R, se llega a que

∞∑
−∞

(−1)kδ(t− kπ) =
∞∑
n=1

(1− (−1)n)

π
cos(nt), ∀t ∈ R.

Y si seguimos derivando

δ′(t) =
∞∑
n=1

n((−1)n − 1)

π
sen(nt), ∀t ∈ (−π, π).

∞∑
−∞

(−1)kδ′(t− kπ) =
∞∑
n=1

n((−1)n − 1)

π
sen(nt), ∀t ∈ R.

5.2.5. Las EDP y la Delta de Dirac

1. Al comienzo se este capítulo se estudiaron algunas aplicaciones de la transformada de Fourier a
la resolución de distintas EDP, cuando el dominio espacial es R. Más concretamente, resolvimos
el problema de difusión del calor en un alambre in�nito, conociendo la temperatura inicial en
cada punto.

(PC)

{
ut(x, t)− uxx(x, t) = 0 x ∈ R, t > 0 Ec. de Calor

u(x, 0) = f(x) x ∈ R Condición inicial

obteniendo que la solución viene dada por

u(x, t) = f(x) ∗ 1√
4πt

e−
x2

4t =
1√
4πt

∫
R
f(x− y)e−

y2

4t dy =
1√
4πt

∫
R
f(y)e−

(x−y)2
4t dy

Como se aprecia, en la expresión anterior tiene un protagonismo destacado la función

E(x, t) =
1√
4πt

e−
x2

4t
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que se denomina núcleo gaussiano ó solución fundamental de la Ec. del Calor. Conside-
rando que t juega el papel del parámetro que tiende hacia 0, no es difícil identi�car la función
anterior como una de las familias de la sección 5.2 que de�nen la Delta de Dirac en x = 0 en
el sentido de que

E(x, t)→ δ(x), cuando t→ 0

2. De manera similar puede decirse de la solución del problema elíptico en un semiplano

(PD)

{
uyy(x, y) + uxx(x, y) = 0 x ∈ R, y > 0 Ec. de Laplace

u(x, 0) = f(x) x ∈ R Condición de contorno

cuya solución quedaba expresada como

u(x, y) = f(x) ∗ cn
y

y2 + x2
= cn

∫
R
f(x− z)

y

z2 + y2
dz

En este caso, la función
P (x, y) = cn

y

y2 + x2

es la que juega un papel fundamental en la resolución del problema y de manera similar a lo
que pasaba en el caso anterior, considerando ahora que y es el parámetro que tiende hacia 0,
se puede identi�car esa función como otra de las familias de la sección 5.2 que de�nen la Delta
de Dirac en x = 0, tomando cn = 1/π

P (x, y)→ δ(x), cuando y → 0

Observación 5.2.4. Podemos comprobar que el núcleo de Gauss es solución del problema de con-
torno {

Et − Exx = 0 x ∈ R, y > 0

E(x, 0) = δ0 x ∈ R

donde δ0 es el delta de dirac en 0. El nombre de solución fundamental del calor se debe a que a través
de ella podemos calcular la solución del problema de contorno (PC) con datos muy generales.
Como ya se dijo la solución de (PC) puede ser expresada como

u = E ∗ f

E(t)→ δ0 cuando t→ 0 luego u(t)→ f , cuando t→ 0 para casi todo punto x ∈ R.

Por las propiedades de convolución tenemos que

uxx = Exx ∗ f

y utilizando el teorema de convergencia dominada se cumple

ut = Et ∗ f

luego u es soución del (PC).
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Observación 5.2.5. De la solución de la ecuación del calor se deducen otras propiedades. Todas
ellas admiten claras interpretaciones físicas y obedecen, efectivamente, al comportamiento habitual
en un proceso de difusión. Mencionaremos algunas.

Principio del máximo: Si f ≥ 0 entonces u ≥ 0 y en realidad u > 0 en Rn(0,∞) salvo que
f ≡ 0.
Esto es una consecuencia inmediata del hecho que E > 0.

Velocidad in�nita de propagación. Esta propiedad se deduce de la anterior. Consideramos
como dato inicial f = f(x) una función no-negativa y de soporte compacto, por ejemplo
f(x) = χ(−1, 1), la función característica del intervalo (−1, 1). La propiedad anterior demuestra
que u > 0 en todos los puntos x ∈ R y en un tiempo t > 0 arbitrariamente pequeño.
Esto demuestra que la información se propaga a velocidad in�nita en el modelo que la ecuación
del calor representa. Este hecho suele utilizarse frecuentemente para cuestionar la validez del
modelo pues la experiencia demuestra que el calor no se propaga a velocidad in�nita. Existen
de hecho algunas variantes de la ecuación del calor que corrigen esto utilizándola denominada
ecuación de medios porosos

ut − (um)xx = 0

donde m > 1. Observemos que la ecuación del calor corresponde al caso m = 1.
Un análisis cuantitativo de este hecho muestra que este efecto de propagación a velocidad
in�nita es sumamente moderado.
Con el objeto de analizarlo consideremos con un poco más de detalle el caso en que f = χ(−1, 1).
Entonces

u(x, t) = [E(x, t) ∗ f(x)] = (4πt)−1/2

∫ 1

−1

e
|x−y|2

4t dy.

De esta expresión se observa que u(x, t) > 0 en todo punto.
Por otra parte, si |x| > 2, |x− y| > |x| − 1 para todo y ∈ (−1, 1) por lo que∫ 1

−1

e
|x−y|2

4t dy ≤
∫ 1

−1

e
−(1−|x|)2

4t dy = 2e
−(1−|x|)2

4t .

Por lo tanto
|u(x, t)| ≤ (πt)−1/2e

−(1−|x|)2
4t , ∀x ∈ R : |x| > 2, ∀t > 0.

De esta expresión se deduce que, para todo t > 0, la funcion u(x, t) tiende exponencialmente a
cero cuando |x| → ∞. Por tanto, si bien el efecto de una fuente inicial de calor f = χ(−1, 1)
localizada en el intervalo (−1, 1) se percibe instantáneamente en toda la recta real, este es
exponencialmente pequeño para los puntos que están lejos de esa fuente inicial de calor.

Efecto regularizante . Como E(x, t) ∈ C∞(Rn) y ademas es acotada para todo t > 0, de las
propiedades elementales de la convolución deducimos que

u = E(x, t) ∗ f(x) ∈ C∞(Rn), ?t > 0

para todo f ∈ L1(Rn).
Por lo tanto, a pesar de que la ecuación del calor arranque de un dato inicial f meramente
integrable (es decir integrable Lebesgue), la solución se hace in�nitamente regular en un tiempo
arbitrariamente pequeño.
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5.3. Las EDP y el problema no homogeneo

En la práctica los problemas que en la vida real se plantean que son susceptibles a ser modelados
mediante EDP no sólo tiene como dato la con�guración inicial del sistema sino también las fuentes
o fuerzas que pueden modi�car, perturbar o determinar su dinámica temporal esto nos conduce al
problema no homogéneo.
En el caso de la ecuación del calor el problema correspondiente es de la forma

(PCNH)

{
ut(x, t)− uxx(x, t) = g(x, t) x ∈ R, y > 0 Ec. de calor no homogéneo

u(x, 0) = f(x) x ∈ R Condición de contorno

En este sistema f(x) describe la distribución inicial del calor mientras que g(x, t) es una fuente
externa que varían en tiempo con una distribución desigual en espacio.
Para resolver este sistema tenemos la combinación de la TF y de la clásica fórmula de variación de
parámetros para EDO, una vez más supondremos que todas las funciones que aparecen en el sistema
nos permiten realizar los cálculos que efectuaremos en adelante y así obtener la solución (PCNH).
Resolver el sistema (PCNH) será equivalente a resolver los siguientes sistemas

(1)

{
vt(x, t)− vxx(x, t) = g(x, t) x ∈ R, y > 0

v(x, 0) = 0 x ∈ R

(2)

{
wt(x, t)− wxx(x, t) = 0 x ∈ R, y > 0

w(x, 0) = f(x) x ∈ R

luego por superposición de soluciones
u = v + w

donde v es solución de (1) y w es solución de (2). Veamos que efectivamente esto se cumple

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t)

ut = vt + wt

uxx = vxx + wxx

luego

ut − uxx = (vt + wt)− (vxx + wxx)

ut − uxx = (vt − vxx)︸ ︷︷ ︸
g(x,t)

+ (wt − wxx)︸ ︷︷ ︸
0

u(x, 0) = v(x, 0)︸ ︷︷ ︸
0

+w(x, 0)︸ ︷︷ ︸
f(x)

La solución del sistema (2) ya lo hemos encontrado anteriormente y esta dado por

w = E(x, t) ∗ f(x)
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Para el sistema (1) primero aplicaremos la TF en la variable x para reducirlo a una EDO no homo-
génea y la solución la buscamos por el método de variación de parámetros con lo cual el sistema nos
quedaría {

Vt − (−4π2ξ2)V = ĝ(ξ, t) x ∈ R, t > 0

V (ξ, 0) = 0 ξ ∈ R
sin pérdida de generalidad esto es lo mismo que resolver el sistema tomando x0 = 0{

Vt − (−4π2ξ2)V = ĝ(ξ, t) x ∈ R, t > 0

V (ξ, 0) = x0 ξ ∈ R

pero encontrar la solución de este sistema es encontrar

V = Vh + Vp

donde Vh y Vp son la solución homogénea y particular respectivamente, para encontrar Vh considere-
mos ĝ(ξ, t) = 0 cuya solución después de imponerse la condición inicial será

Vh = x0e
−4π2ξ2t

luego cuando ĝ(ξ, t) 6= 0 buscamos una solución de la forma (queremos encontrar nuestra solución
particular)

V = e−4π2ξ2ty(t)

donde y(t) debe cumplir
y′(t) = e4π2ξ2tĝ(x, t), y(0) = x0

de donde deducimos que

y(t) =

∫ t

0

e4π2ξ2sĝ(x, s)ds+ x0

solo resta escribir Vp con los datos encontrados

Vp = e−4π2ξ2t

(∫ t

0

e4π2ξ2sĝ(x, s)ds+ x0

)
luego la solucion del sistema (1) estará dado por V = Vh + Vp

V = x0e
−4π2ξ2t + e−4π2ξ2t

(∫ t

0

e4π2ξ2sĝ(x, s)ds+ x0

)

V = x0e
−4π2ξ2t +

(∫ t

0

e−(4π2ξ2t−4π2ξ2s)ĝ(x, s)ds+ e−4π2ξ2tx0

)
como x0 = 0 tenemos que

V =

∫ t

0

e−4π2ξ2(t−s)ĝ(x, s)ds

�nalmente aplicando TF inversa y usando las propiedades del producto convolución del capítulo 3 y
por el corolario (3.2.19)

v =

∫ t

0

E(x, t− s) ∗ g(x, s)ds
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Ahora estamos en condiciones de dar una expresión al solución del (PCNH) recordemos que

u = w + v

luego u(x, t)

u(x, t) = E(x, t) ∗ f(x) +

(∫ t

0

E(x, t− s) ∗ g(x, s)ds

)
En la solución se puede observar en el primer término la distribución inicial de la temperatura
mientras que el segundo incorpora la contribución de la fuente externa, esta es una media temporal
de expresiones de la forma E(x, t− s) ∗ g(x, s) que son en realidad las soluciones de la ecuación del
calor en el instante t− s que arrancan en el dato inicial g(s). Vemos pues que la contribución de un
segundo miembro en la ecuación es semejante a la del dato inicial promediada en tiempo.

5.4. Conclusión

Vimos la aplicación de la TF a problemas de contorno, de�nidos en dominios no acotados y cómo
transforma las EDP en EDO.
Si bien no garantizamos la unicidad de las soluciones encontradas, ya que para ello necesitaremos
abordar las EDP y los problemas de contorno con conceptos más generales como el de hipersuper�cies
, el teorema de Cauchy-Kovalevskaya o el teorema de de Holmgren.
Gracias a la soluciones encontradas podemos analizar sus propiedades que admiten interpretaciones
claramente físicas como son las de:

velocidad in�nita de propagación.

efecto regularizante.
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Apéndice

5.5. Apéndice De�niciones y Conceptos Usados

De�nición 5.5.1. Producto Interno ó Escalar
Sea V un espacio vectorial asociado a un cuerpo K, con una función 〈, 〉 : V ×V → C es un producto
interno si cumple:

1. ∀u, v ∈ V : 〈u, v〉 = 〈v, u〉

2. ∀u, v, w ∈ V, λ ∈ K : 〈λu+ v, w〉 = λ 〈u,w〉+ 〈v, w〉

3. ∀u ∈ V : 〈u, u〉 > 0 si u 6= 0

De�nición 5.5.2. Espacio Pre-Hilbert
Todo espacio vectorial V en el cual es posible de�nir un producto interno, se llama Espacio Pre-
hilbert.

De�nición 5.5.3. Norma de un Vector
La norma inducida por 〈 , 〉 viene de�nida por

‖u‖ =
√
〈u, u〉, ∀u ∈ V.

De�nición 5.5.4. Funciones Casi-Continuas
Sea I = [a, b] ⊂ R, a < b. Diremos que una función f es casi-continua en I si existen x0, x1, . . . , xn ∈ I
tales que a = x0 < x1 . . . xn−1 < xn = b, f restringida a (xi, xi+1) es continua y existen los siguientes
límites ĺım

x→x+i
f(x) y ĺım

x→x−i+1

f(x) para todo i = 0 . . . n− 1.

Las funciones continuas son un caso particular de las funciones casi-continuas.
El conjunto de todas las funciones casi-continuas constituyen un espacio vectorial. Podemos extender
el concepto de las funciones casi-continuas a intervalos in�nitos y extender también el número de
puntos aislados a un número in�nito numerable.

De�nición 5.5.5. Sea V = L2(Rn), esto es, el espacio vectorial de las funciones medibles Lebesgue
de cuadrado integrable. Se de�ne en V el siguiente producto interno:

〈f, g〉 =

∫
Rn
f(x)g(x)dx ∀f, g ∈ V

Notemos que en L2(Rn) dos funciones que coinciden en todo Rn salvo en un conjunto de medida nula
se consideran iguales. Por lo tanto, el elemento neutro es la función que se anula en casi todo punto
de Rn.
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El concepto de conjunto ortogonal de funciones es una generalización del concepto de conjunto
ortogonal de vectores, una función puede considerarse como un vector generalizado.

De�nición 5.5.6. Diremos que el conjunto {ϕn}∞n=1 ⊂ V es ortogonal si 〈ϕn, ϕm〉 = 0 para todo
n 6= m.

De�nición 5.5.7. Conjunto Ortonormal de Funciones
Diremos que {ϕn}∞n=1 ⊂ V es ortonormal si 〈ϕn, ϕm〉 = δn,m, donde δn,m es el delta de Kronecker
de�nido por

δn,m =

{
0 n 6= m

1 n = m,

para todo n,m.

De�nición 5.5.8. Conjunto Total o Completo
Sea X un subconjunto de un espacio pre Hilbert V ,el espacio generado por X es el conjunto de todas
las combinaciones lineales �nitas de elementos de X y es denotado por 〈X〉.
Diremos que X es total o completo si 〈X〉 = V , esto es, ∀u ∈ V , ∃αn ∈ 〈X〉 tal que ‖αn − u‖ → 0,
cuando n→∞.

De�nición 5.5.9. Espacio de Hilbert
El espacio pre Hilbert H, es un espacio de Hilbert si es completo con respecto a la norma heredada
del producto interno.

Observación 5.5.1. Sea {gn}∞n=1 un sistema ortogonal de funciones de V . Si ‖gn‖ 6= 0, ∀n ∈ N
de�nimos ϕn = ‖gn‖−1 gn, ∀n ∈ N. Luego, el sistema {ϕn}∞n=1 es ortonormal.

De�nición 5.5.10. Suma parcial de Fourier
Sea {ϕn}n∈N una sucesión ortonormal en V . La suma parcial de Fourier respecto a {ϕn}n∈N de un
elemento u ∈ V se de�ne por

σm =
m∑
j=1

cjϕj , con cj = 〈u, ϕj〉.

De�nición 5.5.11. Serie de Fourier Generalizada
Sea {ϕn}∞n=1 un sistema ortonormal de funciones en V completo. Entonces, para cada f ∈ V

f =
∞∑
n=1

cnϕn

es la serie de Fourier generalizada donde cn

cn =

∫ ∞
−∞

f(x)ϕn(x)dx

es llamado el coe�ciente de Fourier n-ésimo de f con respecto a {ϕn}∞n=1.

De�nición 5.5.12. Sea I ⊂ R un intervalo y sea {fn} una sucesión de funciones fn : I → R.

De�nimos las funciones Sm : I → R por Sm(x) =
m∑
n=1

fn(x). Decimos que la serie
∞∑
n=1

fn converge a

f : I → R,
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1. uniformemente, si para cada ε > 0 existe n0(ε) ∈ N tal que si n ≥ n0, entonces |fn(x)− f(x)| <
ε, para todo x ∈ I;

2. puntualmente, si para cualquier x ∈ I y ε > 0 existe n0(ε, x) ∈ N tal que si n ≥ n0, entonces
|fn(x)− f(x)| < ε.

y escribimos
∞∑
n=1

fn(x) = f(x).

Teorema 5.5.1. Criterio M de Weierstrass Sea {fn} una sucesión de funciones fn : I → R y
sea {Mn} ⊂ R una sucesión de números positivos que veri�ca las siguientes condiciones:

1. para cada n ∈ N y para cada x ∈ I, |fn(x)| ≤Mn,

2. la serie
∑∞

n=1Mn converge.

Entonces existe una función f : I → R tal que, para todo x ∈ I la serie
∑∞

n=1 fn(x) converge
(absolutamente) a f(x). Además, la serie

∑∞
n=1 fn converge uniformemente a f .

Teorema 5.5.2. Convergencia Dominada Sea E ⊆ Rn medible Lebesgue. Sea {fn} una sucesión
de funciones medibles de E en R, g una función integrable no negativa en E, y f : E → C, de modo
que

1. para todo n ∈ N, |fn(x)| ≤ g(x) para casi todo x ∈ E.

2. para casi todo x ∈ E, f(x) = ĺım
n→∞

fn(x)

Entonces f es integrable y

∫
E

f = ĺım
n→∞

∫
E

fn

Se dice que A es de primera categoría en E cuando A está contenido en una unión numerable
de subconjuntos cerrados de E que tienen todos interior vacío. En otro caso se dice que A es de
segunda categoría en E.

Teorema 5.5.3. Categoría de Baire. Si E es un espacio métrico completo, o un espacio topológico
localmente compacto, entonces todo subconjunto abierto no vacío de E es de segunda categoría en
E. En particular, E es de segunda categoría en sí mismo. Todo conjunto de primera categoría en E
tiene interior vacío.

Teorema 5.5.4. Grá�co Cerrado. Sean X e Y espacios de Banach, y sea T : X → Y un operador
lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es continuo.

2. T es cerrado.
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De�nición 5.5.13. Sea E un K-espacio vectorial y sea T una topología sobre E. Se dice que T es
compatible con la estructura de espacio vectorial de E si las aplicaciones

E × E → E , K × E → E

(x, y) 7→ x+ y (λ, x) 7→ λx

son continuas. El espacio (E, T ) dotado de dicha estructura se llama espacio vectorial topológico
(e.v.t.).

De�nición 5.5.14. Sea E un espacio vectorial topológico con topología T decimos que es local-
mente convexo si existe una base local B cuyo elementos son convexos.

De�nición 5.5.15. Un espacio E localmente convexo, se llama metrizable si existe una métrica en
E tal que la topología original de E coincide con la de�nida por la métrica.

Teorema 5.5.5. Criterio de Kolmogorov. Sea E un espacio vectorial topológico localmente con-
vexo, son equivalentes

1. E es normable.

2. E es separable y existe un entorno acotado del origen.
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