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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Organizacion de la Tesis

OBJETIVOS:
» Estudio de la transformada de Fourier de distribuciones temperadas, con soporte compacto.

= Analisis de la existencia y unicidad de soluciones de los problemas de contorno, en términos de
los coeficientes difusivos, términos fuentes y condiciones de contorno.

= Utilizacion de la transformada de Fourier para resolver problemas de difusion, definidos en
dominios no acotados, con términos fuentes y coeficientes de difusion generalizados.

JUSTIFICACION

Las numerosas aplicaciones de los problemas de contorno en campos de la fisica y la tecnologia, ha
requerido el estudio matematico que permita dilucidar la existencia y unicidad de sus soluciones, antes
de aplicar métodos de resolucion. Algunos de estos requerimientos se pueden conseguir mediante la
aplicacion de la transformada de Fourier, tanto en la ecuacion diferencial como en las condiciones de
contorno e iniciales.

Por ejemplo, un problema de difusién puede expresarse del siguiente modo:

oT 0 oT
el [/{(m)a] +q(z,t) z€Q, t>0

T(x,0) = f(x) €
T(xz,t) =g(z,t) 2€0Q,t>0

donde k es el término difusivo, ¢ el término fuente, f la condicién incial y g la condicién de contorno.
Se pretende estudiar el efecto del coeficiente difusivo, el término fuente y las condiciones de contorno
e iniciales, sobre la solucion del problema y las caracteristicas que esta tendra en funcién de estos
coeficientes.

También es interesante notar que en otras aplicaciones no es posible determinar a priori la frontera
del problema, por lo que se toma un dominio suficientemente grande (no acotado) para resolver el
problema de contorno. Una vez determinada la solucién, se puede analizar el efecto de las condiciones
iniciales.

Por otro lado, en el dominio puede existir una interface en la cual el término fuente, el flujo y por



lo tanto la solucién, sean discontinuas. Para tratar con la discontinuidad en el término fuente y en
el flujo, el problema original se transforma en uno nuevo con una solucién suave. Tal transformacion
puede deducirse facilmente mediante una extension de discontinuidades en la direcciéon normal de
la interface, que es expresada como un conjunto de nivel nulo de una funcién tridimensional. La
interface puede ser considerada como una condiciéon de borde artificial, la cual trunca el dominio
infinito.

PLAN DE TRABAJO

Se estudiaran los siguientes topicos:

1. Series de Fourier en espacios de Hilbert
2. Transformada de Fourier en los espacios LP
3. Distribuciones temperadas y sus transformadas de Fourier

4. Analisis de la factibilidad de resolucion de problemas de contorno, mediante la serie y trans-
formada de Fourier

5. Utilizacion de la serie y transformada de Fourier, para la demostracion de los teoremas de
existencia y unicidad de las soluciones de los problemas de contorno.

1.2. Introducién Historica

A lo largo de la historia diferentes disciplinas como la Ingenierfa, la Fisica han empleado métodos
de analisis que tratan de reducir la complejidad matemética de un problema dado. Estas técnicas
se basan en la tranformacion matematica de las ecuaciones, convirtiendo un problema complejo en
otro mas sencillo. En general podemos decir que este método permite reducir la complejidad de las
ecuaciones mediante un proceso univoco de cambio del dominio de las variables del problema.

Uno de estos métodos utiliza como herramienta la transformada de Fourier, que por ejemplo, obtiene
la informacién frecuencial de una determinada funcion. Este tipo de transformaciones tienen su re-
presentacion en la naturaleza, como cuando escuchamos un sonido se sabe si éste es grave o agudo.
El cerebro interpreta el contenido de la informaciéon que le esta llegando y es capaz de distinguir si
estd compuesta de frecuencias predominantemente altas o si, por el contrario, las que la componen
son predominantemente bajas. Otra muestra presente en la naturaleza es la de la descomposicion de
la luz solar en distintos colores, ya sea cuando se forma un arco iris o bien cuando ésta atraviesa
un prisma. En este caso, una radiacién luminosa de composicion incierta es descompuesta en haces
de luz coloreada, o senales, de frecuencia simple. Esto es en definitiva, lo que se persigue cuando se
habla de la Transformada de Fourier, o de la Serie de Fourier. Una herramienta matemaética capaz
de extraer la informaciéon frecuencial de una forma de onda una vez conocido su comportamiento
temporal y viceversa.

La historia moderna de estas transformaciones comienza con Euler en 1748 que estudio los movi-
mientos vibratorios de la cuerda.

Fue en 1807, cuando Jean-Baptiste-Joseph Fourier present6 en la Academia Francesa de las Ciencias,
el resultado de unos estudios de la transmision del calor en los que incluia un método de resolucion
para las ecuaciones alli planteadas. Este método es el conocido como Transformada de Fourier. La



presentacion de su trabajo tuvo ilustres opositores como Euler, Laplace o Lagrange entre otros por
que no contenia nada nuevo y nada interesante. Y aunque la academia le concedié un premio por su
teoria, le acusé de ser poco riguroso en la obtencion de los resultados. Y fue asi que la publicacion
de su trabajo no se llevd a cabo hasta 15 anos después, con su libro titulado ’La teoria Analitica
del Calor’ en 1822. La cual se convirtio en su obra cumbre, que podemos decir, que en realidad no
fue tanto su estudio del calor lo que lo hizo famoso sino el descubrir recursos matematicos que més
adelante dio nacimiento a una nueva rama de la matematica conocida como Andlisis Armdnico que
hoy en dia tiene multiples aplicaciones, sdlo por mencionar algunas, en electricidad en el analisis es-
pectral de una senal para corriente alterna, en el procesamiento digital de imagenes, en neurociencia,
en Optica, etc.

Jean B.Joseph Fourier

La Transformada clésica de Fourier en R™ atin es un area de investigaciéon activa sobre todo en ob-
jetos més generales como las distribuciones.

Las series de Fourier pueden ser estudiadas convenientemente en el contexto de los Espacios de Hil-
bert, lo que nos da una conexién entre el analisis armonico y el andlisis funcional.

Una de las ramas mas modernas del analisis armonico, que tiene sus raices a mediados del siglo XX,
es la de Grupos topologicos. La idea central que la motiva es la generalizacion de la Transformadas
de Fourier sobre estos espacios.

La Transformada de Fourier es una herramienta muy extendida y aceptada por innumerables se-
guidores, hasta tal punto que en 1867 Lord Kelvin llegd a afirmar: "El teorema de Fourier no es
solamente uno de los resultados mas hermosos del andlisis moderno, sino que puede decirse ademds
que proporciona un instrumento indispensable en el tratamiento de casi todas las cuestiones de la
fisica moderna, por reconditas que sean.”

1.3. Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) de segundo or-
den

Daremos una introduccion somera al estudio de las ecuaciones a derivadas parciales (EDP) més
concretamente a las de segundo orden.

Una EDP es una ecuacién en la que la incognita es una funcion de dos o més variables independientes
y en dicha ecuaciéon aparecen derivadas parciales respecto de las variables independientes de la funcién
incognita.

Se denomina orden de una EDP al mayor de los 6rdenes de las derivadas parciales que aparecen en la
misma. Asi, por ejemplo, si u = u(z1, x2) es una funcion incognita de las dos variables independientes

. ) 0*u
r1,22y F: R — R es una funcién no constante dada, entonces la ecuacion F (u + gl =0 es una
Ly
EDP de orden cuarto. Nosotros nos centraremos en EDP de segundo orden.



Sea N un nimero entero mayor que 1. Una EDP de segundo orden en las N variables independientes
x1,Z9,...xy y en la funcion incognita u = u(xy, s, ..., zx) es una expresion de la forma:

(1.1)

2 2 2
F(ml,xg,... ou Ou ou  0*u 0*u 3u>:0

"7 0xy Oxg’ T Qx0T Oy’ O,

donde FF: V — R, con V C ROV+D)? abierto, es una funcioén continua dada, es decir con la notacion
habitual F € CO(V).

Observacion 1.3.1. En la definicion, para simplificar la notacion, x = (21,9, ..., 2y), u = u(x),
ou ou ou
Du=|—,...,—,...,— | el vector gradiente de u
8x1 81’Z a.IN
0%u 0%u 0%u
Dy = Sy e ,-.-» 75 | La matriz hessiana de u.
Oxy 0z;0x; Ox%,

Con esta notacion reescribimos la EDP (1.1]) como:
F(x,u, Du, D2u) =0 (1.2)

El concepto de solucién de una EDP resulta importante. El analisis de dicho concepto que a primera
vista puede parecer evidente, ha dado lugar al desarrollo de nociones de gran importancia en la
actualidad, tales como las Distribuciones, los espacios de Sobolev, etc. Por el momento nos limitamos
a introducir el siguiente concepto.

Definicion 1.3.1. Una solucion clasica de es cualquier pareja (U, u) tal que:
1. U C RY es un abierto no vacio.
2. ue C*U)
3. (z,u(x), Du(z), D*u(z)) € V,Vr € U
4. F(x,u(x), Du(z), D*u(x)) =0, Vo € U
Se dice entonces, que u es solucion de en el abierto U.

Definicién 1.3.2. Una EDP lineal de segundo orden en las variables independientes x = (x1, Z2, ..., TN)
y con la incognita u, es una EDP de la forma:

> a0 S = Zb o clau = f(a) (13)

i,7=1 =1
donde a; ;,b;,c y f son funciones dadas en C°(€2), con  un abierto en R¥.

A las funciones a; ;, b;, ¢, las llamamos los coeficientes de (1.3) mientras que la funciéon f es el término
independiente de la ecuacién.

Si f =0, se dice que (1.3) es homogénea. Si las funciones a; ;, b;, c son todas constantes de dice que
(L.3) es una EDP lineal de segundo orden con coeficientes constantes.



Observacién 1.3.2. » En (1.3) siempre supondremos, lo cual no resulta restrictivo, que a;; =
Aji

» Una solucion clasica de (1.3)) es cualquier par (U, u) tal que U C ) sea un abierto no vacio,

ue C*U)y
i\f: @ (x)02—u + ib(w)% +c(z)u = f(x), Ve e U
ij=1 R S - |

En el caso que f = 0, el conjunto de todas las soluciones clasicas definidas en un mismo
abierto U C 2, es evidentemente, un subespacio vectorial de C*(U).

= Otra dos clases muy importantes de EDP de segundo orden son las semilineales, que son de la
forma:

N
Z am(x)ﬂ = f(z,u, Du)

i1 axiax]—
y las EDP cuasilineales cuya forma general es:

al 0*u
z:: quum:f(x,u,Du)

Definicién 1.3.3. Diremos que F': V C R — R es una funcién regular, si ' € C'(V) es decir F' y
todas sus derivadas primeras son continuas.

1.4. Clasificacion de las EDP de segundo orden

Para poder dar una clasificacion sencilla de las EDP de segundo orden, trabajaremos con una ecua-
cion semilineal de segundo orden en dos variables independientes (que denotaremos ahora x e y).
Cambiaremos la notacién utilizada hasta ahora y denotaremos u,, 1y, Uy, . . . a las distintas derivadas
parciales de la funcion u respecto de las variables independientes. Con esta notaciéon consideramos

a(z, y)uze + 20(x, y) gy + c(z, y)uy, = d(x, y, u, uy, uy) (1.4)

donde a, b, ¢ y d son funciones regulares dadas. El problema de Cauchy o problemas de valores
iniciales (PVI) para (1.4) consiste en hallar una solucion u de (1.4) que verifique condiciones dadas
para u, U, y U, sobre una curva dada vy del plano. Supongamos que vy viene dada en forma paramétrica
por

x(s) = f(s), yls) =g(s), Vs eR,

y reescribamos sobre la curva v los valores iniciales,

u = h(s), ug|y=9(s), uy |,=1(s) (1.5)

Basta derivar respecto de s en la primera condicién inicial para darse cuenta de que obtenemos tres
condiciones para u sobre v que impone las condiciones de compatibilidad

W(s) = ¢(s)f'(s) + ¥ (s)g'(s)



sobre las condiciones iniciales. Razonando de manera parecida, también podemos obtener condiciones
de compatibilidad para las derivadas de mayor orden

Uaw (f(5), 9(5)) f'(8) + uay(f(5), 9(s))g (s) = ¢'(s),
uxy(f(s)a 9(5))f/(5) + uyy(f<$>> 9(5>>9/(5) = 1//(3)7

De este modo, si u(z,y) es solucion de (|1.4) con las condiciones iniciales (1.5 obtenemos que las
derivadas segundas de u a lo largo de la curva v deben verificar el sistema lineal

a(f(s), () uze +2b(f(s), 9(s))uay +c(f(5), g(s))uyy = d(s)
T'(8) gz + 9'(8)Usy = ¢'(s) (1.6)
f’(s)uw +9l(3)uyy ='(s)

donde la funcion d(s) = d(f(s); g(s); h(s); d(s);9(s)). Estas derivadas segundas quedan determina-
das de forma univoca siempre que

a(f(s),9(s)) 2b(f(s),9(s)) ¢(f(s),9(s))
A(s)=|  [f'(s) 9'(s) 0 =a(g)* = 2bf'g' + c(f')? (1.7)
0 f'(s) g'(s)

sea no nulo. En el caso contrario, es decir si A(s) = 0, el sistema (|1.6)) puede no tener solucion y, en
caso de tenerla, tendria un nimero infinito.

Definicién 1.4.1. Se dice que la curva v es caracteristica respecto de la ecuacion (1.4) si A(s) =0
a lo largo de v . Se dice que 7 no es caracteristica (respecto de la ecuacion (1.4)) si A(s) # 0 a lo
largo de v .

La condicion de curva caracteristica ((1.7)) puede ser escrita

Si a # 0, podemos despejar dy/dz y obtener la ecuacion diferencial ordinaria (si ¢ # 0, una ecuacion
anéaloga se obtiene para dx/dy)

dy _ b(x,y) £ V(2. y) — alw,y)c(z,y)
dr a(x,y) (L8)

cuyas soluciones y = y(x) proporcionan las curvas caracteristicas de (1.4)).
La existencia o no de curvas caracteristicas estd asociada al signo de la cantidad

D(.T, y) = CL(I, y)c(x, y) - b2($7 y)
cantidad denominada discriminante de la ecuacion (1.4) en el punto (x,y) € U. Asi podemos definir

Definicion 1.4.2. La ecuacion ([1.4) es llamada hiperbolica, parabolica o eliptica en el punto (z,y) €
U si el discriminante D de la ecuacion en el punto (x, y) es negativo, nulo o positivo, respectivamente.
La ecuacion (1.4) es hiperbolica, parabolica o eliptica en U si lo es en cada uno de sus puntos.

Ahora podemos deducir que:
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= Si (1.4) es hiperbolica en U existen dos curvas caracteristicas de la ecuacion funcionalmente
independientes.

= Si (1.4) es parabolica en U entonces, existe una tunica curva caracteristica de la ecuacion fun-
cionalmente independiente.

» Si (1.4) es eliptica en U, entonces la ecuacion no posee curvas caracteristicas (reales).

Observacion 1.4.1. Es posible generalizar el concepto de curva caracteristica a hipersuperficie
caracteristica tanto al caso de la EDP lineal N-dimensional como al caso de EDP no lineales.
El concepto de hipersuperficie caracteristica esté intimamente relacionado con el importante teorema
de Cauchy-Kovalévskaya que afirma la existencia de solucion local analitica de un problema de Cauchy
para un sistema de EDP con condicion inicial sobre una hipersuperficie no caracteristica cuando los
coeficientes de la ecuacion, el dato inicial y la hipersuperficie son analiticos .

1.5. Reduccion de EDP lineales a la forma canoénica. Clasifi-
cacion en el caso general

Nos planteamos ahora, establecer una clasificacion de ecuaciones lineales de segundo orden en el
caso general N > 2. Probaremos que cuando consideramos ecuaciones con coeficientes constantes,
éstas pueden reducirse a una forma simplificada denominada canodnica. En el caso particular N = 2
haremos esta reduccioén en el caso semilineal con coeficientes variables. Empezamos a trabajar en
este 1ltimo caso.

1.5.1. Caso N=2

Consideramos la ecuacion semilineal (1.4). Nos planteamos encontrar un cambio local de variables
independientes en un entorno O de un punto (xg,yo) € 2 dado por

§ = ¢(x,y)
t=1(z,y) con ¢,y € C*O)

con jacobiano ¢, — ¢y, no nulo en O y tal que la ecuacion (1.4) se transforme en uy =
g(s,t,u,us,uy) con s,t variando en el abierto imagen. Supondremos también que no todos los coefi-
cientes son nulos en (xg, yo). Utilizando la regla de la cadena y tras un sencillo célculo obtenemos

Uy = UsPy + Wy

Uy = UsOy + Uty

Uss (G0) + 2t Gty + e (V) + sz + Wetag

Uss PrPy + Ust (P2y + Vythy) + UtPaDy + UsPya + Utye
Uyy = uss(¢y)2 + 2us 9y thy + utt(¢y)2 + UsPyy + Wiy,

<
8
8

|
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Llevando este cambio a la ecuacion (|1.4]) y pasando todas las derivadas de primer orden al segundo
miembro, llegamos a la ecuacion en las nuevas variables

A(s, )ugs + 2B(s, t)ug + C(s,t)uy = g(s,t,u, us, ur) (1.9)
cuyos coeficientes vienen dados por

A = a(gy)? + 20,0, + c(e,)’
B CLQ%@%C + b(gbx@by + Qbyqvbzv) + C¢y¢y
C = a(W,)?+ 2bhaih, + c(v,)?

El discriminante de la nueva ecuacion ((1.9) viene dado por

25 = (%% - ¢y¢m)2D(x, y)

lo que demuestra que el signo de este discriminante es invariante bajo la transformacién de variables
anterior.

1.5.2. Caso hiperbdlico

Supongamos que la ecuacion es hiperbolica en (xg,yo) y por comodidad, supongamos que
a(xg,yo) # 0 (si fuese ¢(xo,yo) # 0 razonariamos de manera analoga intercambiando los papeles de
las variables; si ambos coeficientes fuesen cero, ya tendriamos la ecuacion en su forma canoénica). Para
anular los coeficientes A y C de , bastaria tomar como funciones ¢ y ¥ dos curvas caracteristicas
de la ecuacion . En concreto, podemos tomar las funciones de la forma

oz, y) =yi(x) —y
U(z,y) =y2(x) —y

con y; e Yo soluciones locales de las ecuaciones diferenciales ([1.8)) que pasan por el punto (xg,yo). El
jacobiano de la transformacién viene dado por

/ / 2/
¢x¢y_¢y¢x:y2_y1:__ b* —ac

a

que, evidentemente es no nulo en un entorno del punto. De la expresion del discriminante D y
teniendo en cuenta que A y C son nulos, deducimos que B? > 0. Dividiendo la nueva ecuacién por
el coeficiente B, llegamos a la forma candnica

Ust = F(Sy ta U, Us, ut)
Un cambio de variables adicional 0 = s +t, 7 = s — t, transforma esta ecuacion
Uso — Urr = G(Ua T, U, Ug, U.,-)

en la conocida ecuaciéon de ondas semilineal. En este caso hiperbolico, se dice que esta ultima ecua-
cion es la forma candnica de ((1.4).
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1.5.3. Caso parabdlico

Supongamos ahora que la ecuacion es parabolica en (xg,yo) v, de nuevo, que el coeficiente a es
no nulo en (xg, o). En este caso, la ecuacion diferencial se reduce a una tnica ecuacion. Sea
y1 la solucion de dicha ecuacion que pasa por (o, o) v consideremos ¥ (z,y) = yi1(x) —y y ¢ una
funcion regular tal que el jacobiano ¢,1, — ¢,1, sea no nulo en un entorno de (g, yo). En este caso
el coeficiente C' es idénticamente nulo y, gracias al cardcter parabolico de la ecuacion, B? — AC = 0,
obtenemos B = 0. Dividiendo la ecuacion por el coeficiente A (necesariamente no nulo) llegamos

Ugs = F(5>t7u7us>ut)

la forma candnica para ecuaciones parabolicas semilineales de segundo orden en dos variables inde-
pendientes.

1.5.4. Caso eliptico

Por simplicidad, discutiremos este tltimo caso cuando la ecuaciéon sea de coeficientes constantes,
es decir, cuando a,by c € R.

Si la ecuacion es eliptica (en R?) tenemos que los coeficientes a y ¢ son no nulos. En este caso la
ecuacion (|1.8) no admite soluciones reales, pero, sin embargo, si admite dos soluciones complejas
y1(z) = Av y yo(x) = Az donde A = o+ i y X son las soluciones de la ecuacion a\? — 2bA + ¢ = 0.
Podriamos razonar como en el caso hiperbolico y tomar ¢(z,y) = yi1(z) —y vy ¥(z,y) = yo(x) — v,
pero para trabajar en el campo real considerariamos las partes reales e imaginarias de las funciones
anteriores. De esta manera, dado el cambio

(i

Es facil comprobar que este cambio tiene jacobiano no nulo, que el coeficiente B de la ecuaciéon en
las nuevas variables se anula y que A = C # 0. Dividiendo por este tltimo coeficiente, obtenemos la
forma canonica:

(¢+9¢)=azr—y
Z(¢_¢):ﬁ$

| o1

N

Ugs + Uy = F(S, t? U, s, ut)

que es la ecuacion de Laplace semilineal.

1.5.5. Caso General

Consideramos en este caso la ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes constantes

al 0%u N Hu
2 f— E b — = 1.10
ij:la " &Ujﬁxl + i1 (91:2 +ou f ( )

con f € C%9Q), siendo Q C RY abierto, donde a;; = a;;,b;,c € R dados. Denotemos por A a la
matriz simétrica A = (a;;). Sea p > 0 el nimero de autovalores positivos de Ay ¢ > 0 el nimero de
autovalores negativos de A, en ambos casos, contando a cada autovalor tantas veces como indique su
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multiplicidad. Evidentemente, p + ¢q es el rango de A. Por la ley de inercia de Sylvester, existe una
matriz real N x N no singular, que denotaremos por P , tal que

0
—1

A= PDP' con D= .
0

O OS5
o oo

con I, e I, denotan respectivamente la matriz identidad p x py ¢ x ¢q.

En el caso en que p 6 ¢ es igual a N , se dice que la ecuacion es eliptica. Si (p,q) = (N—1,1) 6
(p,q) = (1, N — 1), se dice que la ecuacion es hiperbélica. Finalmente, se dice ecuacion ((1.10))
es parabolica si (p,q) = (N —1,0) 6 (p,q) = (0, N — 1), y la componente N -ésima del vector P10,
donde b = (by,...,by)", es no nula.

Se puede demostrar el resultado siguiente:

Teorema 1.5.1. Con la notacion precedente, consideremos el cambio de variables independientes y
de funcion incognita dado por

y= Pz, v(y) = uzedW)
donde
1 D 1 pt+q
9(y) = §Z[Pb}iyz’ 3 Z [Pb];
=1 i=p+1

en estas nuevas variables, la ecuacion se transforma, segun los casos, como sigue:

1. Si es eliptica, la ecuacion se transforma en

Z@—i—kv— h(y) (1.11)

donde k € R y h € C°(P~1(Q)).

2. Si la ecuacion es hiperbolica, ésta se transforma en

Z a2+ kv = h(y) (1.12)

donde k € R y h € C°(P71(Q)).

3. Si la ecuacion es parabolica, ésta se transforma en

[Pb ayN 5282+ku_ h(y) (1.13)

donde k e Ryhe CO(P7YQ),yd=1sip=N-166=—-1siq=N — 1.
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Observacion 1.5.1. En los casos 1. y 2. del teorema precedente, las ecuaciones (1.11) y (1.12)
son denominadas, respectivamente, la forma candnica de ([1.10)) cuando ésta es eliptica 6 cuando es
hiperbolica. En el caso 3., multiplicando si es preciso (1.13]) por -1, ésta queda en la forma

ov N2 %
S 2 g = 1.14

donde « e Rcon a#0, B €R, [ € CO(PHQ)).
Si en (1.14) hacemos el cambio de variables

Yn = C(t, w(y - 17 ce 7yN717t) = 'U(y - 17 ce 73/N*17at)eﬁt

se obtiene la denominada forma canodnica de la ecuacion (1.10]) en el caso parabdlico:

ow Pv
E_Z_QZ (y_177yN—17t) (115)
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Capitulo 2

Problemas Iniciales, de Contorno y Mixtos

2.1. Problemas a Resolver

Nuestro estudio se centrara en las ecuaciones de Calor, Laplace, Poisson y de Ondas, que como podre-
mos apreciar mas adelante, son tres E.D.P. lineales de segundo orden con los coeficientes constantes,
veremos sus respectivas representaciones candnicas. Recordemos que no existe una teorfa general
de las Ecuaciones Difenciales Parciales (EDP), lo que podemos desarrollar son teorias generales de
7tipo” de EDP. Ademas, no todas resultan tener el mismo interés, algunas s6lo tienen un interés
académico, mientras que la importancia de otras reside en tener su origen en problemas de la fisica
y de otras ciencias de la naturaleza 6 en las mateméticas mismas.

De manera similar a lo que sucede con las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, los problemas en
la practica que se plantean para las E.D.P. suelen consistir en anadir a la ecuacién una o varias
condiciones adicionales que la solucion debe satisfacer. Como veremos a continuacién en el caso de
las EDP. lineales de segundo orden con coeficientes constantes el comportamiento frente a un mismo
conjunto de condiciones varia de una ecuaciéon a otra.

Supongamos fijada una funcion ¢ € C*(R) y consideremos los problemas:

( 0%u ) ([ 9%u  Ou
= - = R2
39&131‘2 et R 8% 8x2 0 e
(@) ¢ u(z1,0) =0 en R (b)] u(z1,0)=0 en R
0
a—i(xl,O) =p(r;) en R \ g—;Q(xl, 0)=¢(r;) en R
(9% O%*u ( 9%u  O%*u
- . R2 Z -7 R2
dz?  Ox3 0 o ozt 0x3 0 o
() u(z,0) =0 en R (d)g u(z1,0)=0 en R
ou ou
\ a_:m(xho) =@(r1) en R \ 8_x2(x1’0) =¢(r;) en R
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Para los cuatro problemas nos planteamos hallar una solucién clasica global, es decir, una funcién
u € C%*(R?) tal que satisfaga las condiciones (denominadas iniciales):

ou

u(z,0) = o
To

—(21,0) = p(z1), V1 € R

y también verifique la EDP correspondiente en todo R2. Analicemos qué sucede en cada uno de los
cuatro problemas.

Problema(a):

Si u es solucion de (a) entonces se debe cumplir que ¢'(x1) = 0, Vx; € R ya que;

2
P (1,0) = plan) o (0,0 = ) =0

Es decir que para que el problema (a) posea solucion clasica global, es necesario que ¢ sea una
constante, esta condicion es lo que se denomina condicion de compatibilidad para el problema (a).
Por otra parte si ¢ = c el problema (a) posee infinitas soluciones, asi por ejemplo, todas las funciones
de la forma u(xy,z2) = cwy + ax3, con a € R arbitrario son solucion de (a).

En resumen, en caso de existir solucién, son infinitas.

Problema(b):

Si u es solucion de (b) entonces en particular

O®u  du
0x?  Ory
pero u(xy,0) =0, Vo; € R entonces
0*u
= 0 Vl’l eR
da?

0
pero se debe cumplir —u(xl, 0) = p(z1) luego ¢ = 0. Es decir, el problema (b) posee solucion si y

(9.1'2

solo si, ¢ es idénticamente nula. Observemos que la conclusiéon parece natural si pensamos que la
EDP en (b) es de primer orden en la variable x, mientras que se estan imponiendo dos condiciones
€1l To.
Problema(c):
Si proponemos u como solucion de (¢), entonces la funcion definida por:

1 0u 2 Ju

—(s,0)ds —

t)dt, V R?
0 axQ 0 axl (‘Th ) («Tl,ﬂfz) S

v(xy, x0) =

es de clase C! en R? y ademés

0 0
8_::2 = (9;1 en R? y para todo (11, 75) € R?

ov ou *2 9%y ou 2 9%u ou
a—xl(ﬂjl,.’ﬁg) = 7(1’1,0)—/0 O 2($1,t)dt or 2(1'1,0)+/0 8 2(331,15)6& or 2(1’1,1}2)

luego las funciones u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo R?, lo que implica u
es funcion analitica de R? y por lo tanto ¢ tiene que ser una funcién analitica en R. En consecuencia
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si ¢ no es una funcion analitica el problema (c) no posee solucion clasica.
Problema (d):

Se puede comprobar que

1

T1+w2
u(zy, x9) = 5/ o(s)ds
T1—T2

es una solucion del problema (d). Y se puede demostrar que esta soluciéon es tnica para cualquier
© € CY(R?).

Observacién 2.1.1. = Tratamos de ver el comportamiento bajo las mismas condiciones iniciales
para EDP de segundo orden lineales y semilineales y que no es posible, ”a priori”, afirmar cuando
tendremos: solucion, soluciéon tinica o no existe solucion, por esa razéon dijimos que no contamos
con una teoria general para las EDP.

= Los problemas de las EDP dependen de las condiciones de contorno para poder encontrar:
solucién, solucién tdnica o la no existencia de la misma. Por eso decimos que las EDP estan
fuertemente condicionadas a los valores de contorno.

2.2. Las Ecuaciones de Laplace, de Calor y de Onda

Consideremos las tres EDP siguientes:

—Au(x) = f(@), (2.1)
D?u N
m(m,t) — c“Au(z,t) = f(x,t), (2.2)
ou
a(w,t} — Au(z,t) = f(z,1), (2.3)
N 92
donde Au es el laplaciano de u en las variables © = (z1,...,2y) y viene dado por Au = 922
i=1 ¢

siendo N > 1y cen es una constante positiva dada.

A se la denomina ecuacion de Poisson, y en el caso particular en que f = 0, es conocida como
la ecuaciéon de Laplace.

A(2.2) se la denomina ecuacion de ondas y se la denomina ecuacion de calor.

Las tres ecuaciones, pueden ser consideradas representaciones canénicas de un gran ntimero de EDP
lineales de segundo orden con coeficientes constantes, y éstas tres aparecen en problemas fundamen-
tales de la fisica.

La ecuacion de Poisson aparece en teoria de campos (electroestaticos, gravitatorios, etc). La ecuacion
de Laplace, cuando N = 2, aparece en la teoria de funciones de variable compleja.

La ecuacion (2.3), para N < 3, describe bajo hipotesis fisicas adecuadas, y tras normalizacion ,
la evolucion de la temperatura u(z,t), en cada instante ¢ y en cada punto x € RY, de un cuerpo
sometido a una fuente de calor determinada por f(z,t).

Por otra parte la ecuacion describe en el caso N = 1, y bajo hipotesis adecuadas, las pequenas
vibraciones de una cuerda elastica. El origen histérico de la ecuacion reside en el estudio de las
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vibraciones de la cuerda de un violin. Finalmente , si N =2 6 N = 3, la ecuacion describe la
propagacion de ondas actisticas o electromagnéticas en el vacio.
Las ecuaciones de Laplace y de Poisson son denominadas EDP estacionarias, es decir que no dependen
del tiempo, mientras que las ecuaciones de ondas y de calor se dice que son de evolucion.
Aparte de las tres antes citadas, hay muchas otras EDP que aparecen en la Fisica. Por ejemplo, si
estudiamos la propagacion de ondas en un medio fisico no vacio, aparece una EDP que resulta de
anadir en el primer término de la ecuacion (2.2)) un término de rozamiento, obteniéndose la ecuacion
2

% — *Au + % = f(x,1), (2.4)
que se conoce como la ecuacion del telegrafista, y que aproxima bien, por ejemplo, a la propagacion
de ondas de radio en la atmosfera.

2.3. Problemas de Valores Iniciales, de Contorno y Mixtos

y . u  0%u . . .
Usamos la notaciéon u;, uy para designar a En y Tl respectivamente . De la misma forma se usara
Uz, Uz, cuando x es unidimensional. Planteamos a continuacién varios de los problemas para las tres
EDP (2.1), (22) v 23).

En primer lugar, veamos los problemas de valores iniciales (o problemas de Cauchy) para las EDP
de calor y de ondas.

a) El problema de valores iniciales para la EDP del calor puede ser formulado como el problema de

hallar una funcion u : RY x [0, +00) — R tal que,

u — Au=f en RY x (0, +00)
(PCC) {u(m, 0) =up(x) VreRY

donde f:RY x (0,4+00) = Ry up : RY — R son funciones dadas.
b) El problema de valores iniciales para la EDP de ondas se formula como el problema de hallar una
funcion u : RY x [0, +00) — R tal que,

uy — FAu = f en RY x (0, +00)
el {“@’0) = up(x), u(z,0) = uy(x) VoeRY

donde f: RN x (0,4+00) = R, up: RY — Ry u; : RY — R son funciones dadas.

Desde el punto de vista de las aplicaciones, resultan de gran interés un tipo diferente de problemas
(mas que los PVI). Restringiéndonos a las tres ecuaciones "modelos”(la de Poisson, de Calor, Ondas)
tenemos los problemas de contornos (en el caso de la ecuacion de Poisson) y los mixtos, es decir
donde tenemos valores iniciales y de contorno (el caso de la ecuacion de calor y ondas).

Como podemos ver en algunos ejemplos, la diferencia entre los dos tipos de problemas viene deter-
minado por la presencia de la variable "tiempo” en la ecuacion.

Ejemplos basicos de estos tipos de problemas son los siguientes:

¢) El Problema de Dirichlet para la ecuacion de Poisson.

En términos imprecisos, solo para ilustrar el problema podemos formularlo como sigue. Dado Q ¢ RY
un conjunto abierto acotado de frontera 02 y las funciones: f : Q@ — Ry g : 022 — R, hallar una
funcion v : Q — R tal que
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—Au=f en ()
u=gq sobre 052

(PDP) {

Precisando més y suponiendo f € C°(Q2) y g € C°(99Q), se define una solucion (clasica) de (PDP)
como cualquier funcion u € C?(Q) N C°(Q) tal que —Au(z) = f(z), Vo € Q y u(x) = g(z) Vo € 9Q.
Es posible encontrar una solucién ”méas débil” de PDP.

d) Problema Mixto de Cauchy-Dirichlet para la ecuacion de calor.

También en términos imprecisos, este problema se formula como sigue. Dado Q C RY, conjunto
abierto acotado, T' € (0,400, f: Q@ x (0,7) - R, g : 92 x (0,T) = Ry up : Q — R, hallar una
funcion v : Q x [0, 7] — R tal que

u— Au=f en Q2 x (0,7)
(PCDCY{ u=g sobre 909 x (0,T)
u(z,0) = ug(x) en Q
Existen varias nociones de solucion para el problema (PCDC).

Podemos considerar un caso particular (PCDC') cuando N =1y € C R es un intervalo de la forma
(0,1). En este caso 9(0,1) = {0,1}, el problema (PCDC') suele escribirse como:

Up — Ugy = f en (0,1) x (0,7)
(PCDC) § u(x,0) = up(x) en (0,1)
u(0,4) = a(t),u(l,t) = B(t), ¢ € (0,T)
siendo f: (0,1) x (0,7) = R, up: (0,]) > R, a: (0,7) > Ry f:(0,7) — R funciones dadas.
e) El Problema Mixto de Cauchy-Dirichlet para la ecuacion de onda.

El problema consiste en, dados los datos 2, T', f, g y ug como el problema (PCDC), mas up : 2 - R
y ¢ > 0 en hallar una funcion v : Q x [0,7] — R tal que:

ug — AAu=f en Qx(0,7)
u=yg sobre 02 x (0,7
u(z,0) = ug(x) en

u(z,0) = uy(x) en Q

(PCDO)

como en el caso anterior, existen varios conceptos posibles de solucion del problema (PCDO).
De manera anéloga al caso particular de (PCDO) cuando N = 1y © C R es un intervalo de la
forma(0,). En cuyo caso, el problema (PCDO) suele escribirse como:

(wy — Pug, = f en (0,1) x (0,7)
u(z,0) = ug(x) en (0,1)
(PCDO) { uy(x,0) = uy(x) en (0,1)
u(0,t) = a(t) en (0,7)
(u(l,t) = B(t) en (0,7)
siendo f : (0,1) x (0,7) — R, uo : (0,{) = R, uy : (0,!) = R, a: (0,7) = Ry 5:(0,T) - R

funciones dadas.
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El punto clave en el anélisis de los problemas anteriores es el concepto de solucion.

Una vez establecido el concepto de solucién, el andlisis de cualquiera de estos problemas pasa en
primera instancia por establecer resultados de existencia y/o unicidad de la solucion, "dependencia
continua” respecto de los datos, etc.

Naturalmente, otro punto importante consiste en establecer métodos de calculo de las soluciones.

A continuacién mencionaremos algunos métodos y teoremas que consideramos relevantes para abor-
dar los distintos problemas mixtos.

2.4. Separacion de Variables

El método de separacion de variables es, en principio, aplicable a EDP lineales de segundo orden en
dos variables independientes x e y de la forma:

a1 (7)o + az()ug + as(x)u + by (y)uyy + ba(y)uy + bs(y)u =0

La idea consiste en buscar soluciones de la EDP de la forma X ()Y (y), es decir, con las variables
separables o separadas, y de tal forma que satisfagan parte de las condiciones (las homogéneas de
contorno) que aparezcan junto con la EDP. De esta forma se suele obtener una sucesion de funciones
un(z,y) = X, (2)Y,(y), y a partir de ellas se busca la solucion u del problema como una serie de las
u,. En este proceso se obtiene una solucion formal para la cual, a posterior, hay que estudiar en que
sentido converge, y en que sentido define una solucion del problema de que se trate.

Para ilustrar mejor el método consideremos el siguiente problema de Cauchy-Dirichlet para la ecua-
cion de ondas unidimensional

Uy — Upy = 0 en (0,1) x (0, +00)

u(z,0) = up(x) en (0,1)
u(x,0) =0 en (0,1) (2:5)

u(0,t) =u(l,t) =0 ent>0

con g : (0,1) — R dada.

La idea del método de separacion de variables para resolver (2.5) consiste en buscar, soluciones
u € C*([0,1] x [0,400)) no idénticamente nulas del problema auxiliar

Ut — Ugg = 0 en (0,1) x (0,+00) (2.6)

u(0,t) = u(l,t) =0 ent >0 '

Obsérvese que el conjunto de todas las soluciones u € C?([0,1] x [0, +00)), constituye un subespacio
vectorial de C?([0,1] x [0, +00)). Dado que, cualquier combinacion lineal finita de soluciones de
es también solucion de (2.6)).
Para buscar soluciones no nulas de , se separan las variables, buscando que u sea de la forma
u(x,t) = X (2)T'(t), con x € C*([0,1]) y T € C*([0, +00)).

ax

Si exigimos que u satisfaga la EDP, obtenemos la siguiente expresion X"T = XT (donde X' = %,

T = %) como la solucién no es idénticamente nula podemos escribir

X" T

X T
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donde el Gnico modo de que se cumpla esta igualdad es que ambos sean igual a una constante

X" T
—_— — = )\
X T
La solucion propuesta debe satisfacer las condiciones de contorno u(0,t) = u(1,t) = 0, por lo tanto
X(0)=X(1)=0.
Luego obtenemos el siguiente problema de autovalores o también llamado problema de Sturm-
Liouville

(2.7)

X"=)\X
X(0)=X(1)=0

Es decir, buscamos los valores A\ € R para los que (2.7) tiene solucion X no idénticamente nula. Se

puede comprobar que este es el caso si y solo si A = —n?7? con n = 1,2, .... Cualquier solucion de
(2.7) es un multiplo de X,,(z) = sen(nwx). )

Por otro lado, para A = —n?7?, la ecuacion diferencial ordinaria 7,, = —n?x?T), tiene por solucién
general

T, (t) = A, cos(nrt) + B, sen(nmnt)

Recordemos que cualquier combinacion lineal finita de soluciones de (2.6) es también solucion de
(2.6). En consecuencia, para todo entero m > 1, la funcion

u™(x,t) = Z<A" cos(nmt) + By, sen(nwt)) sen(nnz)

n=1

con A, y B, constantes arbitrarias, es solucion de ({2.6) pero para poder encontrar una solucion de
(2.5)) esta debe ser de la forma

u(z,t) = Z(An cos(nmt) + B, sen(nmnt)) sen(nnx)

n=1
que debe cumplir las condiciones u(x,0) = ug(x) y uy(x,0) = 0. Para poder encontrar u; debemos

derivar término a término la serie u(x,t) y obtenemos

w(z,t) = Z(—mrAn sen(nnt) + nw B, cos(nnt)) sen(nmwx)

n=1

que debe cumplir que uy(x,0) = 0, podemos concluir que esto se cumple si B, =0, Vn > 1
Luego, se obtiene como soluciéon (en principio formal)

u(z,t) = Z A, cos(nmt) sen(nmx) (2.8)

n=1

a la que le imponemos la condicion u(z,0) = ug(x), es decir,

up(z) = ZA” sen(nmzx),z € (0,1) (2.9)

n=1
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Si ug es una combinacion lineal finita de funciones sen(nnz), es decir, ug es de la forma:

uo(x) = Z Y Sen(nmr)

con v, € R constantes dadas, la condicion (2.9) conduce a A, = v,,si 1 <n < m,y A, =0, si
n > m luego la solucion formal dada por (2.8) pasa a ser

u(z, t) = Z Y cos(nmt) sen(nmx)

n=1

donde se puede comprobar que es una solucion(clésica) de en el sentido de que pertenece a
C?([0,1] x [0, +0c0)), satisface la ecuacion de ondas en todo punto de [0,1] x [0, +0c0), y satisface
u(z,0) = up(x) y u(x,0) =0 Vo € [0,1] y w(0,t) = u(1,t) = 0 Vt € [0, +00).

Ahora analicemos lo siguiente: Si up no es una combinacion lineal finita de funciones de sen(nmx),
pero pertenece a L?(0,1), es decir, si denotamos

1
A = 2/ up(x) sen(nmrx) n > 1 (2.10)
0

entonces

up(z) = Z A> sen(nmx)
n=1

donde la serie converge a uy en L%(0,1), en otras palabras la serie converge en media cuadratica a
up. Luego (2.8) v (2.9) nos conducen a que A = A, para todo n > 1y por lo tanto obtenemos como
solucion formal de (2.5)

u(z,t) = Z A’ cos(nmt) sen(nmx) (2.11)

n=1

con los A dados por (2.10))

Observaciéon 2.4.1. » El problema ([2.5)) es factible de resolver utilizando el Método de Separa-
cion de Variables, si ug(z) admita desarrollo en serie de Fourier.

= Si en el problema (2.5) ademas se tiene la condicion uy(x,0) = ui(x) serd factible de resolver
utilizando el método descripto, si tanto ug(z) y ui(x) ambas admiten desarrollo en serie de
Fourier y A,,, B, son los coeficientes de Fourier de ug(x) y u;(z) respectivamente.

» Para poder determinar A,,, B, dependemos de las condiciones iniciales por esa razéon decimos
que el problema (2.5 esta fuertemente condicionado .

2.5. Algunos Resultados de Convergencia para Desarrollo en
Series de Fourier

Antes de aplicar el método de separaciéon de variables a la ecuacion de calor unidimensional, veamos
algunos resultados referentes a las series de Fourier. Estas series, aunque ya fueron utilizadas por
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J. Bernoulli y L. Euler para el andlisis del problema de la cuerda vibrante, deben su nombre a J.
Fourier, que en su teoria "Théorie Analytique de le Chauler”(1822) las introdujo para el estudio de
problemas de difusién del calor.

En primer lugar, recordemos que el conjunto de funciones

{jQ_W = cos(nr), \j%sen(nx)7...} n>1 (2.12)

constituyen una base ortonormal de L?*(—m, ), luego se cumple que Vf € L*(—n, ), si denotamos

a, = % ' f(t)cos(nt)dt n>0 (2.13)
= %/—i f(t)sen(nt)dt n>1 (2.14)

entonces la serie

Qo
— +
2

WE

(an cos(nz) + by, sen(nz)) (2.15)

n=1

se denomina serie de Fourier de f respecto a la base dada por (2.12)), converge a f en L?(—m,7), es
decir que, si por cada entero m > 1 denotamos por S,,(suma parcial) a la funcion

= 50 Z a, cos(nx) + by, sen(nz))

se cumple
s

lfim |f(x) = Sp(z)]?dz =0

decimos que f converge en media cuadratica.
Dado ahora un intervalo cerrado y acotado [a, b] C R mediante un cambio de variables

2 _
Lo 2mls—a)

(b—a)

que transforma de manera biyectiva [a, b] en [—7, 7], es posible obtener una base ortonormal nume-
rable de L?(a,b) a partir de (2.12). La cual podemos denotar

e (n (DY) o

(2.16)
Y(s) = sen <n <27rb(s_—aa) — W)) Vn > 1
entonces para cada f € L*(a,b) la serie
+Z non(5) + Buthn(s)) (2.17)
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con

n= f(o)on(o)do  ¥n >0
b / (2.18)

b
b—a/a fo)u(o)do  Vn>1

converge a f € L*(a,b) y A, B, vienen dadas por (2.18)), entonces se satisface la identidad de

Parseval
o0

/ fA(s)ds = =2 + (A2 + B?) (2.19)

n=1

b—a

o
en consecuencia Z(AZ + B?) < 400, y en particular lim A, = lim B, =0
—1 n—oo n—oo

Observacion 2.5.1. En el caso particular en que [a,b] = [—[,1] con | > 0 las expresiones (2.17) y
(2.18) adoptan la forma

o0

S (e () ¢ e () o

= %/ZZ f(o)cos (@) do Vn>0 -

1
7/ f(o)sen <$) do Vn>1
-l
Con la serie (2.20) convergente a f en L*(—[,1).

Si f € L*(—1,1) y es una funcion par, es decir, si f(—s) = f(s) en casi todo punto en (—I,1),
entonces B, = 0 para todo n > 1. Analogamente, si f € L?*(—[,1) es una funcién impar, es decir,
si f(—s) = —f(s) en casi todo punto (ctp) de (—I,l) entonces A, = 0 para todo n > 0. Luego,
dada una funcion f € L*(0,1) considerando fipar, la prolongacion impar de f a (=0,1), v fpar, la
prolongacion par de f a (—[,1),podemos hablar de desarrollo en senos o en cosenos de f. Es decir, si
f € L*0,1) y denotamos

2 ! nmwo
-z - >
l /0 f(o)cos ( l > do Vn>0

5 o (2.22)
:7/0 f(a)sen(T> do VYn>1

entonces las series

*

=04 ZA* oS (717;5) (2.23)

iBZ sen (?) (2.24)
n=1
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convergen ambas a f en L*(0,1) ya que la serie definida por (2.23) converge a fyqr, y la serie definida

por (2.24) converge a finpar, en ambos casos en L*(—1,1).
Volviendo al caso general de un intervalo [a,b] C R, damos a continuacion un criterio sencillo que

garantiza la convergencia absoluta y uniforme , en todo [a, b], de la serie (2.17) a f.

Teorema 2.5.1. Sea f € C%a,b] tal que f(a) = f(b), y supongamos que existe una funcion g €
L?(a,b) tal que

f(s) = fla)+ /Sg(o)da Vs € [a,b] (2.25)

bajo estas condiciones, la serie de Fourier dada por converge absoluta y uniformemente a f
en el intervalo [a, b).

Demostracion. Sea f que cumple las condiciones del teorema. Basta con demostrar que la serie
(2.17) converge absoluta y uniformemente en el intervalo [a, b], ya que en tal caso (2.17) converge en
C°[a,b] a una funcion £, pero como la convergencia de sucesiones en C° [a, b] implica la convergencia
en L?(a,b), forzosamente f=f.

Para demostrar que la serie converge absoluta y uniformemente en el intervalo [a, b], de acuerdo
con el criterio M de Weierstrass y teniendo en cuenta que para todo n > 1 se satisface que |A,,p,(s)+
Bon(s)| < |An| + | By, basta demostrar que

o0

Z(|An| +|Bul) < +o0 (2.26)

n=1

con A, y B, dadas por ([2.18]).
Para comprobar (2.26) denotamos A’ y B, los coeficientes del desarrollo (2.17) correspondiente a la
funcién g que aparecen en la hipotesis (2.25)), es decir

: 2 /[
A, = = / g(o)pp(o)de  ¥Yn >0
o (2.27)
) 2
B, = I / g(o)p(o)do  VYn >1
por la identidad de Parseval, se cumple que
> (14,17 + 1B, *) < 400 (2.28)
n=1

como f(a) = f(b), se satisface que
b
/ g(o)do = 0 (2.29)

para cada n > 1 tenemos

=2 [ ioranoio = 2 [ (1@ + [ otwyir) eutorto
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y por la definicion de ¢, dicha funcion tiene integral cero en [a, b]. Se obtiene que

A= /ab </:g(7)d7> onlo)do

Aplicando el teorema de Fubini a la expresion obtenida, se tiene

A= 2 - / ’ ( / ’ gpn(a)da> g(r)dr (2.30)

teniendo en cuenta que

b b—a o=t
n do = n
y ¥n(b) = 0, es inmediato que (2.30) nos da
b—a
A, =— B >1 2.31

B, - bfa / b ( Tb ¢n(0)da) o(r)dr (2.32)

como

y teniendo en cuenta (2.29), de (2.32) se obtiene

By= 22 wp>1 (2.33)

2mn

como consecuencia de (2.31) y (2.33), se tiene para cada n > 1

A=t g ta (L gy
2T n 47 n2 (234)
b—CL]_ / b—a 1 / ’
B,| = —A,| < — +(A)?
Bl = A < 0 ()
luego
SO(ALE + [BuP) < 400
n=1
]

Observacién 2.5.2. Toda f € C'[a,b], o més generalmente toda f de clase 1 a trozos en [a, b] (es
decir, tal que f € C%a,b] y existe una particion finita {a = sy <,..., < s, = b} del intervalo [a, D]
tal que f € C'[s;, s;11] Vi =1...n) satisfacen las hipotesis de del teorema.

La funciéon g en (2.25) es la derivada en casi todo punto de f. La condicién (2.25)) impuesta sobre f
en el teorema se traduce, en el lenguaje de los espacios de Sobolev a que f € H'(a,b)
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Observacion 2.5.3. Es facil obtener, como consecuencia del teorema (2.5.1)), el siguiente teorema.

Teorema 2.5.2. Sea f € C°[0,1] tal que existe una funcion g € L*(0,1) que cumple

f(s) = f(0)+ /Osg(a)da Vs € [0, (2.35)

bajo estas condiciones, se tiene:
a) El desarrollo en cosenos de f determinado por converge absoluta y uniformemente a f en
el intervalo [0,1].

b) Si ademds f(0) = f(I) = 0 entonces el desarrollo en senos de f determinando por también
converge absoluta y uniformemente a f en el intervalo [0,1].

Demostracion. Si consideramos

o f(s) sisel0,]]
fpar(s) {f(_s) si s € [—1,0]

la prolongacion par de f a [—[, 1], es inmediato que fq € C°[—1,1] v que fpar(—1) = fpar(l). Ademas,
es sencillo comprobar a partir de (2.35)), que para todo s € [—1,[] se cumple que

s

fpar(s) = fpar(_l) +/ gimpar(T)dT

-l

CON Gimpar la prolongacion impar de g a (—I,1), funcion que pertenece a L?(—I,1). En consecuencia,
por el teorema anterior el desarrollo en serie de Fourier de f,q en (—[,1) converge absoluta y uni-
formemente a f,., en [—1,[], con lo que, en particular el desarrollo en cosenos de f determinado por
(2-23)), converge absoluta y uniformemente a f en el intervalo [0, [].

Analogamente si consideramos

f(s) sise |0,
fimpar(3> = .

—f(—=s) sise[-L,0]
la prolongacion impar de f a [, 1], es inmediato que, si f(0) = 0, entonces fimpar € C°[—1,1] y que,
si f(I) =0, entonces fimpar(—1) = fimpar(l). Ademas, es sencillo comprobar a partir de (2.35)), que si
f0)=f()=0,Vs €[] se cumple

S

fimpar(s) = fimpar(_l) +/ gpaT’(T)dT

-l

con gpqr la prolongacion par de g a (—[, 1), funcion que pertenece a L*(—I,1). En consecuencia, en esas
circunstancias, por el teorema anterior el desarrollo en serie de Fourier de fi,p0r €n (—[,1) converge
absoluta y uniformemente a finper en [—1, 1], con lo que, en particular el desarrollo en senos de f
determinado por (2.24)), converge absoluta y uniformemente a f en el intervalo [0, []. O
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2.6. Aplicacién del método de separacion de variables a la
ecuacion del calor unidimensional.

Consideremos el problema mixto de Cauchy-Dirichlet para la ecuacion del calor unidimensional ho-
mogénea

Up — Uz =0 en (0,1) x (0, 400)
u(z,0) = ug(x) en (0,1) (2.36)
u(0,t) = u(l,t) =0 ent >0

donde [ € (0,+00) v up : (0,1) — R estan dados.

Aplicando separacion de variables, se busca en primer lugar soluciones no nulas de la ecuacion del
calor homogénea que son de la forma X (z)7T'(t), y tales que X (0) = X(I) = 0. Ello conduce a la
ecuacion T = AT, y al problema de contorno

X" =)\X
X(0)=X(I) =0

Para que el problema de contorno posea soluciéon no nula, es inmediato deducir que X ha de ser de la
forma X\, = —(%F)%, n =1,2,..., con X,(z) = sen(®7%). Para cada uno de los \,, la solucion general
de T'= A\, T viene dada por T,(t) = cne_(””/l)%, y en consecuencia se busca una solucion de (12.36)

de la forma
t) = E he (/D ge o 2.37
u(z,t) 2 1c sen( ] ) (2.37)

para la determinacion de los ¢,, partiendo de la condicion u(x,0) = wug(x), y suponiendo que uy €
L?(0,1), se tiene

I
Cp = 7/ uo(s) sen(?)d& Vn >1 (2.38)
0

Es decir, los ¢, son los coeficientes del desarrollo en serie de senos en (0,7) de la funcion wuy.
De hecho para el problema ({2.36) se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.6.1. Si uy € L*(0,1), la igualdad , con los coeficientes ¢, dadas por , define
una funcion u = u(x,t) tal que u € C*°(R x (0,400)), y es solucion del problema en el sentido
de que satisface la ecuacion u; — Uz, = 0 en cada punto de [0,1] x (0, +00), u(0,t) = u(l,t) = 0 para
todot >0, y

lim ||U(, t) - U()| |L2(0.l) =0 (239)

t—0

Ademds, si ug € C°([0,1]), uo(0) = uo(l) = 0, y existe vy € L*(0,1) tal que

uo(z) = /O " vo(s)ds Va € [0,1]

entonces
u € C'(R x (0, +0c0)) (2.40)

y, en particular, u(x,0) = ug(x) para todo x € [0,1].
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Demostracion. Sea ug € L*(0,1). Fijado € > 0, si t > ¢ entonces

_ 2 nmx
cpe” M0 gen (— =

)’<\cn]e (/D% vz e R

como lim ¢, = 0, es inmediato de la desigualdad anterior que existe una constante C' > 0 tal que
n—oo

nmx

¢ e~/ Sen(_)‘ < Ce™ /% (z,t) € R x [¢, +00) Yn > 1. (2.41)

De manera andloga, se puede comprobar que cualquier derivada parcial de un término genérico de los
que constituyen la serie que define a u admite una cota similar, en concreto, dado a = (ay, ) € Zi,
existe una constante C, > 0 tal que

’ o™ +a

RV (Cne*(nﬂ/l)% Sen(mlmw‘ < O, pert2ez—(nm/l)e V(z,t) e R X [g,4+00) Vn >1. (2.42)
:COL (6%

estas desigualdades, junto con el criterio M de Weierstrass, implican, teniendo en cuenta que para
todo e > 0y todo (o, az) € Z2

ZnalJrQag (n/l)2e < 400

que u € C®(R x [g,400)) para todo € > 0, y en consecuencia v € C°(R x [0, +00)).

Con esto, por construccién, es inmediato que u; — =0en R x (0,400), y u(0,t) = u(l,t) =0
para todo ¢t > 0.

Para demostrar , denotemos para cada entero m > 1y cada t > 0 por s,,(¢) a la funcion de la
variable x definida por

- Z cne_(’”r/l)gt sen (_mr:v)
n=1 l
por construccion,
7711_{%0 [[8m(0) = woll 204y = 0, Til_lgo [8m () = ul(, D)l 20y =0 VE>0

consideremos fijado € > 0. Tomemos un entero m. > 1 tal que |[$,.(0) = uol| 20, < €. De esta
forma, tenemos

ST Caia] A

2
[$m.(0) — UOHL?(O,Z) = 2
LQ(O,Z) n=mes+1

n=mes+1
y por tanto,
- nmne ’ =
[$m. (8) = u(- )72 = || D cne” "D sen (T) 5 Z 2 2mD < 22 g > ()
n=me+1 L2(0,1) n=

en consectiencia, obtenemos

[l 8) = woll 2oy < llult) = sm (D)l 20y + l[Sme () = Smo (0) | 20y + [[Sme (0) — woll 120,
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[u(,t) = ol 204y < 28 + l|$m. (£) = 5m. (0) | 20y VE > 0. (2.43)
pero

Mme 9 I Mme

2
[[$m. (t) — Smg(O)Hiz(w) = Z Cn (e_(””/l)Qt - 1) sen (nlﬂ) Lo =3 Zci (e_("”/l)Qt - 1) vt >0

n=1 n=1
[o¢]
_ 2
con lo que, denotando d = E ¢, < 400, resulta

n=1

me

2
100, (£) = $1m (0) 220, Z ( ~(nm /)% _ 1) V>0 (2.44)
—1
de las desigualdades (2.43)) y (2.44), haciendo ¢ — 0, se obtiene
i (e £) — ol < 2. (2.45)

Basta ahora tener en cuenta que se cumple para todo € > 0 en la desigualdad (2.45)), con lo que se

obtiene (2.39).

Finalmente, si ug € C°([0,1]), uo(0) = ug(l) = 0, y existe ug € L*(0,1) tal que

up(z) = /090 vo(s)ds Vx € [0,]

entonces los ¢, vienen dados por

y en consecuencia

len] < % (% + (/Ol vo(s) cos (?) ds)2> Vn >1 (2.46)

dado que
’cne_(m/l)zt sen (#)‘ <le,| Vt>0
de (2.46]) se obtiene de manera inmediata ([2.40)). O

Observacién 2.6.1. Es facil comprobar que si ug € C2([0,1]), uo(0) = ug(l) = uy(0) = ug(l) =0, y
existe vy € L*(0,1) tal que

"

Uy () :/ vo(s)ds Vx € [0,
0
entonces la solucion u del problema (2.36) definida por (2.37) y (2.38)) satisface

Ug, Uge € C°(R x [0, +00)). (2.47)
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Observacién 2.6.2. Aunque el dato inicial ug sea irregular, la solucion u del problema definida
por y pertenece a C°(R x (0,+00)). En consecuencia en este sentido, se dice que la
ecuacion del calor posee un efecto regularizante. Tal efecto diferencia a la ecuacion del calor de la
de ondas; de hecho, la primera describe fenémenos irreversibles en el tiempo, mientras que en la
ecuacion de ondas el cambio ¢t por —t no altera la ecuacion.

Observase también que, de la expresion de u, si t > ¢ > 0 entonces

ult, z)] < VA" e T /gD /0
n=1 n=1

< Vde T/ Z (/D= < o o= (r/D%

n=1

y por consiguiente,|u(t, z)| decae a cero cuando t — +oo de manera exponencial uniformemente en
la variable x. Es decir, el calor se difunde y la temperatura decae exponencialmente a cero cuando el
tiempo tiende al infinito.

Observacion 2.6.3. Junto al resultado de existencia de solucion para el problema (2.36) que supone
el teorema ((2.6.1]), también se puede obtener el siguiente resultado de unicidad:

Teorema 2.6.2. Sea u € C°([0,1] x (0,+00)) tal que existen las derivadas parciales u;, Uy Y Ugy
y también pertenecen a C°([0,1] x (0,400)). Supongamos que u; = Uy, en [0,1] x (0,+00), que
u(0,t) = u(l,t) = 0 para todo t > 0, y que

lim Ju( Ol 20y =0
Bajo las condiciones precedentes, forzosamente u =0 en [0,1] x (0,4+00).

Demostracion. Consideremos la funcion E(t) definida por

1 [
E(t) = 5/ u?(z,t)dx Vt > 0.
0
derivando E(t) se puede ver que la funcion es no creciente luego es idénticamente nula. []

Observacion 2.6.4. Es posible analizar también por el método de separaciéon de variables un pro-
blema de Cauchy-Dirichlet para la ecuaciéon del calor unidimensional no homogénea de la forma

Up — Uy = f(,1) en (0,1) x (0,7)
u(z,0) = up(x) en (0,1) (2.48)
u(0,t) = u(l,t) =0 en (0,7)

en este caso, se busca solucion de la forma

u(z,t) = i a,(t) sen (Zﬂ)
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En particular, si se pretende resolver un problema con condiciones no homogéneas de la forma

Up — Uy =0 en (0,1) x (0,7)
u(z,0) = up(x) en (0,1)
u(0,t) = a(t), u(l,t)=p(t) en (0,7)

basta hacer el cambio de funcién incognita
x
o(a,) = ula,1) - alt) = T(B(0) - a(t))

para obtener un problema de la forma (2.48) en la incognita v.

Observacién 2.6.5. En la practica también se usa el método de separacién de variables para la
resolucién de algunos problemas de contorno o mixtos referentes a, entre otras, las ecuaciones de
Laplace bidimensional y de ondas unidimensional.

2.7. Solucién clasica de los problemas de Cauchy y de Cauchy-
Dirichlet para la ecuaciéon de ondas unidimensional homo-
génea

Hasta ahora, hemos hecho el uso del método de separacion de variables para analizar un ejemplo
de problema de Cauchy-Dirichlet para la ecuacion de ondas unidimensional. En dicho ejemplo, ob-
tenfamos una solucién que no era C? en todo el dominio de definicién del problema. Ahora, en este
parrafo, nos vamos a restringir el estudio de la existencia y unicidad de soluciones clasicas de los
problemas, es decir C? en todo el dominio de definicion del problema.

En primer lugar, consideramos el problema de Cauchy (o de valores iniciales) para la ecuacion de
ondas unidimensional homogénea:

Ugg — CPUge = 0 en (z,t) € R?
(PCOp) S u(x,0) = f(x) zeR
w(r,0) =g(x) zeR
donde ¢ > 0, f: R - Ry g: R — R son datos del problema (a partir de ahora, cambiamos la

notacion que hemos empleado, sustituyendo uy por f, y uj por g).

Definicién 2.7.1. Una solucion clasica de (PCO},) es cualquier funcion u € C?(R?) tal que uy(z,t) =
g, (7, t) para todo (x,t) € R? u(x,0) = f(z) para todo x € Ry u(x,0) = g(x) para todo = € R.

Es evidente que para que exista solucion clasica de (PCOj,) es necesario que f € C*(R) y g € C'(R).
De hecho, estas dos condiciones son también suficientes, ya que se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.7.1. Si f € C*(R) y g € C*(R), el problema (PCO,,) posee una y sélo una solucién
clasica u, que viene determinada por

u(x,t) = %(f(:c +ct) + f(z —ct)) + L /Hdg(s)ds V(z,t) € R? (2.49)

2C T—ct

La 1qualdad se denomina formula de D’Alembert.
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Demostracion. Considerando el cambio de variables independientes determinado por £ = x + ¢t y
n = x — ct, es inmediato comprobar que u € C*(R?) satisface uy — c®uz, = 0 en R?, si y solo si, la

funcion v = v(§,n), definida por
_ (&+n E—n
U(gv,'?) =u ( 2 ) 2 )

satisface la ecuacion vg, = 0 en todo R2. En consecuencia, u € 02(R2) satisface uy — c?ugy = 0 en
R? si y solo si es de la forma
u(z,t) = F(z +ct) + Gz — ct) V(z,t) € R? (2.50)

con F'y G funciones de C?*(R).

Evidentemente, la funcion u dada por (2.49) pertenece a C?*(R?) y es de la forma . Ademas, es
inmediato comprobar que satisface las condiciones de iniciales en todo punto x € R. Para terminar
con la demostracion del teorema, basta comprobar que la funcion u dada por es la dnica de la
forma que satisface las condiciones iniciales en todo punto x de R.

En efecto, si u es una funcion de la forma (2.50), con F' y G funciones de C*(R), y u(z,0) = f(z) y
ut(z,0) = g(z) en todo punto = de R, entonces

F(z)+G(z) = f(x) en Vo € R
F'(z) - G'(z) =1g(z) VzeR
asf pues, se ha de satisfacer

Fla) = (f'(:c) + 1g<:c)> vz e R

C

con lo que F' ha de ser de la forma

F(w):%f(x)+2ic/oxg(s)ds+k Ve e R

con k € R, y por lo tanto G tiene la forma

1 1 [*
Gla) = f(2) = F(a) = 5 (@) ~ 5. [ gls)ds—k VoeR
0
llevando a (22.50)) las expresiones obtenidas para F' y G, obtenemos ([2.49) O

Observacion 2.7.1. La formula de D’Alembert nos indica que la ecuacion de ondas unidimensional
no mejora la regularidad de los datos iniciales f y g, es decir, no posee el efecto regularizante de la
ecuacion de calor unidimensional. Lo tinico que se puede afirmar sobre la solucion cléasica de (PCOy,)
es que, para todo entero m > 2, si f € C™(R) y g € C™ !(R), entonces u € C™(R?)

Observacion 2.7.2. El problema (PCO,) posee la propiedad de dependencia continua, en el sentido
de la convergencia uniforme sobre compactos, respecto de los datos iniciales.

En concreto, si f y f pertenecen a C*(R), g y g pertenecen a C'(R), y existe un intervalo cerrado y
acotado [a,b) CR tal que f = f y g = g en R\ [a, ], entonces, si denotamos por u a la solucion de
(PCOy,) correspondiente a los datos iniciales f y g, y por @ a la solucion de (PCOy,) correspondiente
a los datos iniciales f y g, se satisface:

_ a b—a _
[u(e,t) —a(z, )] < ||f - chO([a,b]) T on 19 = llcoqay Vi(x,t) € R? (2.51)
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Observacién 2.7.3. Sea (z.,t.) un punto de R? dado tal que, por fijar ideas, ¢, > 0. Teniendo en
cuenta la formula (2.49), podemos afirmar sobre la solucién u de (PCOp):

a) El valor de u en el punto (z.,t,) depende, exclusivamente, del valor de f en los puntos x, + ct, y
x, — cly, y de los valores que toma ¢ en los puntos del intervalo [z, — ct., x, + ct,]. A dicho intervalo
se le denomina el intervalo de dependencia del punto (z.,t,) para t = 0.
b)Los valores de f y g en z, influyen en el instante ¢, Gnicamente en los valores de u en los puntos
(x,t,) con x € [x, — cty, x. + cti]. Al intervalo trasladado de éste ultimo a ¢ = ¢, se le denomina el
intervalo de influencia del punto (z,,0) en el instante ¢t = ¢,.

Pasamos ahora a estudiar el problema de Cauchy-Dirichlet para la ecuacién de ondas unidimensio-
nales homogénea. En concreto, consideramos el problema

Uy — CPUyy = 0 en [0,1] x [0, +00)
(PCDOy) § u(z,0) = f(z), ux,0)=g(x) sizel0,l]
u(0,t) = a(t), u(l,t) = B(t) site0,400)

donde ¢ >0, f:[0,]] = R, g:[0,]] > R, a:[0,4+00] = R, 5:[0,+00] — R son datos del problema.
El problema (PCDO,) se denomina también el problema de la cuerda vibrante. Para dicho problema,
introduciremos el siguiente concepto de solucion:

Definicién 2.7.2. Una solucién clasica de (PCDOy,) es cualquier funcion v = u(x, t) que pertenezca
a C?([0,1] x [0, +00)), y tal que uy(z,t) = *uz,(z,t), para todo (z,t) € [0,1] x[0, +00), u(x,0) = f(z)
para todo x € [0,1], ut(z,0) = g(z) para todo = € [0,1], u(0,t) = a(t) y u(l,t) = p(t) para todo
t>0.

En primer lugar, es facil establecer la unicidad de solucién clésica para el problema (PCDOy,).
Lema 2.7.2. FEziste, a lo sumo, una solucidn cldsica para el problema (PCDOy,).
Demostracion. Basta ver que si u es clasica para el problema (PCDOy) con f=g=a = =0,

entonces u = 0 en [0,[] x [0, 400).
Para demostrar esto tltimo, se considera la funcion E(t) definida por

1

I
E(t) = 5/0 ((ug(2,1))* + (ue(x,1))?)dx ¥Vt >0 (2.52)

Donde E(0) =0, y que E € C'([0,+0o0)) con derivada
E'(t) = /l(CQUJ;(l’, gt (z,t) + u(x, ) ug(z, t))dx ¥Vt >0
0
de la cual por ser E(t) solucion del (PC'DOy,) debe cumplir que uy = c*u,, luego obtenemos
E'(t) = /l Uy (7, ) Uy (7, 1) + ug (7, ) U (2, t)dr VE >0
acomodando términos y usanc(l)o la definicién del la derivada del producto de funciones se sigue que
E(#) = / () () = Pl (e, = =0 i > 0
0

luego, E(t) = 0 para todo t > 0, y por lo tanto u es constante en [0,!] x [0,4+00), con lo que
forzosamente u = 0 en el [0,1] x [0, +00) O

35



Respecto de la existencia, resulta inmediato que, si existe solucion clésica para el problema (PCDOy,),
entonces los datos iniciales y de contorno deben de satisfacer que tanto f € C?([0,1]), g € C([0,1]),
como a € C?([0,+00)) y B € C%([0,+00)). Ademas, se puede comprobar que se han de satisfacer las
siguientes relaciones:

9(0), @(0) = ¢*f"(0)
g

(), B(0) = e f"(1)

denominadas relaciones o condiciones de compatibilidad para los datos del problema (PCDO},).
De hecho, estas condiciones son también suficientes para la existencia de solucién clasica del problema
(PCDOp,). Luego podemos enunciar el siguiente teorema.

a(0) = £(0), 4(0)
(9 {6(0) —F0), B0)=

Teorema 2.7.3. Si f € C*([0,1]), g € C*([0,1]), a € C*([0, +0]), B € C*([0,+0)), y se satisfacen
las condiciones (CC), entonces eziste una y solo una solucidn cldsica del problema (PCDOy,).

Antes de demostrar el teorema , hagamos algunos comentarios.

En primer lugar, teniendo en cuenta el lema 2.7 esta claro que para el teorema lo que hace
falta es demostrar la existencia de solucion.

En el caso en que a y (8 son funciones afines, es decir de la forma «(t) = a1 + aot y B(t) = p1 + fat,
con o, y B; € R la demostracion de la existencia de solucion clasica del problema (PCDO,,) se puede
llevar a cabo, de una forma relativamente sencilla, mediante el método de separaciéon de variables.
En efecto, en el caso de condiciones de contorno afines, efectuando el cambio de funcién incognita

ol 1) = ula, ) = alt) = T(8(t) - a(t)

la cuestiéon se reduce a demostrar la existencia de solucién clasica del problema

Uy — g = 0 en [0,1] x (0, +00)
v(z,0) = f(x), v(z,0) = j(z) sizel0,]] (2.53)
v(0,t) =v(l,t) =0 site|0,+00)
donde R .
f(@) = f (&) = a(0) = 7(5(0) = (0))
y
§(a) = gla) = a(0) ~ F(B(0) - 4(0))

luego se satisfacen las condiciones (C'C), es inmediato comprobar que f € C2([0,1]), § € C([0,1)), y
satisfacen

f(0) = f() = f(0) = f"(1) = 3(0) = (1) = 0
en resumen, si « y [ son funciones afines, para demostrar el teorema basta mostrar existencia
de solucioén clasica de los problemas

Upy — CPUyp = 0 en [0,1] x (0,+00)
u(z,0) = f(z), u(xz,0) =0 stz €0, (2.54)
u(0,t) = u(l,t) =0 sit e 0,400)
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Uy — gy = 0 en [0,1] x (0, +00)
u(z,0) =0, u(z,0) = g(z) stz € [0,] (2.55)
u(0,t) = u(l,t) =0 sit e [0,+00)

donde en (Z51) f € C2([0,1)) y satisface f(0) = f(I) = f"(0) = (1) = 0, y en (255) g € C*([0,1)), ¥
satisface g(0) = g(I) = 0. Para demostrar que (2.54)) posee solucion clasica, se procede por separacion
de variables, y se obtiene como solucién formal

= nmct nmwr
u(z,y) = ng_l Cp, COS (T) sen (T) (2.56)
con

9 [l
cnzj/of(s)sen<$>ds Vn >1

consideremos la funcion F' : R — R definida por

F(y) :icnsen (#) Vye R

n=1

la funcion F' asi definida no es mas que la resultante de prolongar f de manera impar a [—[,[], y
a continuacion considerar la prolongacion de esta tltima a todo R por periodicidad 2I, es decir, se
toma f definida en [—, (] por

fly) =

- f(y) eny € [0,1]
—f(~=y) yel[~10)

y se define F' por

Fly+2kl) = f(y) Yy € [-1,]) Vk e Z

como f € C?([0,1]) y satisface f(0) = f(I) = f"(0) = f"(I) = 0, es facil comprobar que F' € C?*(R).
Basta ahora observar que

("jct) sen (70) = 1 { (#) tsen (_Wl— ct>)]

para concluir que la funcién definida por (2.56)) viene dada por

1
u(z,t) = §(F(x +ct)+ F(z — ct)) V(z,t) € R?
con lo que es inmediato ver que u es solucion clasica de (2.54)).
Para la existencia de solucién clasica de (2.55)), procediendo de nuevo por separacion de variables, se
obtiene como solucién formal

. t
u(z,y) = ch sen (m;c ) sen (#) (2.57)
n=1

con

~

cn:i/g(s)sen<¢> ds Vn>1
0

nmc
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luego de manera formal,

wy(z, y) = jfibn(xﬁ (7170t) sen (7) (2.58)

n=1

con l
2
b, = 7/0 g(s) sen (?) ds Vn>1

como g € C'([0,1]) y g(0) = g(I) = 0, la serie definida en (2.58) converge absoluta y uniformemente
en R
Definamos

G(y) = i by, sen (@) Yy e R (2.59)

La funciéon G definida por (2.59) no es mas que la resultante de prolongar g de manera impar a
[—1,1], y a continuacion considerar la prolongacion de esta ultima a todo R con periodicidad 2[. En
consecuencia, como g € C'[0,1] con g(0) = g(1) = 0, es facil ver que G € C'(R).

La igualdad formal puede ser escrita como

[G(x + ct) + G(z — ct)] (2.60)

N | —

u(z,t) =

que integrada con u(z,0) = 0 produce

1 [t 1 /[t
u(m,t):§/0 G(x+cs)ds+§/0 G(z — cs)ds

6 haciendo el cambio x + ¢s = 7 en la primera integral y x — c¢s = 7 en la segunda integral,
T+ct
m%w:?/‘ G(r)dr V(1) € R? (2.61)
CJz—ct
es sencillo comprobar que la funcion u definida por (2.61)) es solucion clésica del problema (2.55]).

Observacion 2.7.4. De la discusion precedente, se deduce que para resolver el problema (PC'DOy,)
en el caso de condiciones de contorno homogéneas, y supuestas satisfechas las condiciones (C'C), lo
que hay que hacer, es considerar las prolongaciones impares de periodicidad 2/ de f y g a todo R, y
a continuacion resolver por la formula de D’Alambert el problema de Cauchy correspondiente.

Finalmente ahora demostraremos el teorema [2.7.3| en el caso general.

Demostracion. Demostracion del Teorema
En primer lugar, es inmediato que toda funcion de la forma

u(z,t) = F(x+ct) + Gz —ct) (z,t) €]0,1] x [0,400) (2.62)

con F € C*([0,+)) y G € C*((—00,l]), es una funcion que pertenece a C%([0,] x [0,+00)) y
satisface la ecuacion uy; — c*u,, = 0 en todo punto de [0, 1] x [0, +00).

Lo que hay que comprobar, es que es posible hallar F' € C*([0,+00)) v G € C?((—00,1]), tales que
la funcién u determinada por satisfaga las condiciones iniciales y de contorno en (PCDO,).
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En primer lugar, para que u determinada por (2.62)) satisfaga las condiciones iniciales en (PC'DO},),
es necesario y suficiente que F'y G satisfagan

F(&) +G(&) = f(§) Ve € [0,1]
F'(§) — G"(§) = ¢z9(&) V€ €0,]]

luego, para la obtencion de la forma de D’Alambert, es inmediato que para que u determinada por
(2.62) satisfaga las condiciones iniciales en (PC'DOy,), es suficiente que F'y G vengan dadas por

¢

FO =570+ [ s vee b (2.63)
3

GO = 216~ o / gls)ds V€ €[0,1 (2.64

Por otra parte, la funcién u determinada por (2.62)) satisface la condicion de contorno u(0,t) = «a(t),
siy solo si 'y G satisfacen la relacion

F(ct)+ G(—ct) =at) Vt>0

o lo que es lo mismo, si y sélo si
—<
G(§) = a(=2) ~ F(~€) V£ <0 (265)
finalmente, la funciéon u determinada por (2.62)) satisface la condicion de contorno u(l,t) = B(t), siy
solo si 'y G satisfacen la relacion

F(l+ct)+G(l—ct) = B(t) Vt>0

es decir, si y solo si
E—1

Fe == ~c@i-6 ve=1 (2.66)
luego para terminar la demostracion del teorema basta comprobar que, supuestas satisfechas
las condiciones (CC), existen F' € C*([0,+00)) y G € C?((—00,!]), cumpliendo las condiciones
(2.63)-(2.66]). En primer lugar, es inmediato que, las cuatro relaciones (12.63))-(2.66)) determinan una
y s6la una pareja de funciones F : [0, +00) = Ry G : (—o0,l] — R. Ademas, como f € C*([0,1]) y
g € C'([0,1]), es inmediato que F'y G son de C?([0,1]).
Por otra parte, de (12.63))-(2.65), tenemos que

3
vE € 0,1 =5 [ o)
e ek = G(¢) (2.6)
Ve e (L0 a(—) - 36— 5 [ als)as
También, de (2.63)), (2.64) y (2.65), tenemos que
3
ve e 0,1 @+ 5 [ o)
e_l 1 X o =G(¢) (2.68)
vee 2 HE) —gre-0+ 5 [ gl
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es facil ahora comprobar que, por las relaciones (C'C), las funcion G determinada por (2.67)) pertenece
a C*([—1,1]), y la funcion F determinada por pertenece a C?([0, 21]).

Para terminar con la demostracion, procedamos por induccion. Supongamos que la pareja de fun-
ciones F'y G determinadas por las relaciones (2.63)-(2.66) satisfacen F € C2([0,(k + 1)) y G €
C?([—kl,1]), con k > 1 entero. Vamos a demostrar que, entonces, las relaciones y impli-
can que F' € C*([0, (k+ 2)I]) y G € C*([—(k + 1)1,1]).

En efecto si F' € C*([0,(k + 1)I]) con k > 1, como a € C*([0,+00)), la relacion implica en
particular que G € C?([—(k + 1)I,0]), lo que, junto al hecho de que ya sabemos que G € C?([—,1]),
implica que G € C*([—(k + 1), 1]).

Por otra parte, si G € C*([—kl,1]) con k > 1, como 8 € C*([0, +0)), la relacion (2.66) implica que
F € C%([l, (k+2)l]), y basta ahora tener en cuenta que ya sabemos que C?([0,2[]), para concluir que
F e C([0, (k +2)]). O

Observacion 2.7.5. El método que hemos seguido para demostrar el teorema [2.7.3] que proporciona
otro método distinto del de separacion de variables para hallar la solucién clasica del problema
(PCDOy), aunque ha sido puramente analitico, permite una interpretacion geométrica evidente.
Dicha interpretacion se puede generalizar al caso en el que no se satisfacen las condiciones (C'C).
Para ello, se hace uso de la nociéon de solucion generalizada de la ecuacion de ondas unidimensional
homogénea.

Definicién 2.7.3. Sea (Q C R? un abierto no vacié y u : @ — R una funcién. Diremos que u es una
solucion generalizada de la EDP wuy — c*uy, = 0 en Q si para todo punto (x,,t.) € Q y todo par
€,n € R tale que los puntos (z. + c§,t. +&), (v —cn, ta +1) y (ze + c€ — e, t. + &+ 1) pertenezcan
a @, se satisface la igualdad

La interpretacion geométrica de la definicion es inmediata. Fijado un punto A(x,,t,) en Q, se
toma dos puntos, By D, en @), que estén en cada una de las dos rectas caracteristicas que pasan por
A(de ecuaciones © — ¢t = x, — ct, y x + ct = x, + ct, respectivamente). A continuacion se toma como
punto C aquél que junto con A, By D determinen los vértices de un paralelogramo. Suponiendo que
C pertenece también a @, si u es soluciéon generalizada de 1y, — c2uz,—o en @, se ha de satisfacer

u(A) + u(C) = u(B) +u(D)
la relacion del concepto de solucion generalizada con el de solucion clasica viene dada por el resultado
siguiente:

Lema 2.7.4. Sean Q C R? un abierto no vacio y u € C*(Q). Bajo estas condiciones, se satisfacen:
a) st Uy — gy =0 en Q, y Q es convero, entonces u es solucion generalizada de Uy — gz, = 0

en Q.

b) si u es solucion generalizada de uy — uy, =0 en entonces uy — g, =0
)

Demostracidon. a) sea u € C?(Q), con Q convexo, tal que uy — gz, = 0 en Q.

Fijados cuatro puntos A = (z,,t.), B = (. + €t +§), C = (zs +c —enta +€+1n) y D =
(xs — en,te + 1), todos en @, denotemos por R el interior del paralelogramo de vértices A, B, C'y
D. Como @ es convexo, la clausura de R esti contenida en (), asi que podemos escribir

/ /R (u — Pgy)dxdt = 0 (2.70)
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para obtener (2.69)), basta aplicar a (2.70)) la formula de Green.
b) Sea u € C?*(Q) solucion generalizada de uy — c*uyz, = 0 en Q.

Fijemos un punto (z*,t*) € Q). Como @) es abierto, existe ¢ > 0 tal que para todo £ € (0,¢) y todo
n € (0,¢) los puntos (z, 4+ c&, tu + &), (vo +c€ —cn,te +E+1n) v (x4 — e, tx + 1) estan también todos
en (). En consecuencia, se satisface

w(re +c€ —ente +E+1n) —u(re + &t + &) =u(re —en,te + 1) —ulz,, t.) VEn e (0,e) (2.71)

sumando y restando u(x, + c£,t. + &) en el primer miembro de la igualdad (2.71)), y sumando y
restando u(z, — cn, t.) en el segundo miembro de la misma igualdad, se obtiene luego de dividir por
1 v tomando limite para 7 tendiendo a cero,

U(Th + &t + &) — cug (e + €t + &) = w(wa, i) — cug (s, t.) VE € (0,¢) (2.72)
de (2.72)) es inmediato que se tiene

(T + &, te + &) — ug(y + &, 1) + w(ms + €€, b)) — wy(ms, ) =

2.73
Clug (2 + €t + &) — ug (@, b + &) + Up (i, b + &) — ug(zi, t)] VE € (0,¢) (2.73)
dividiendo en (2.73) por £ y haciendo tender & a cero, se obtiene uy (., t.) = (2., t). O

Como consecuencia del lema , podemos afirmar que hallar solucion clasica del problema (PCDOy,)
basta construir una funcion u : Q — R, con Q = (0,1) x (0, +00), que sea solucién generalizada de
la EDP uy — c*ug, = 0 en (Q y satisfaga las condiciones iniciales y de contorno, y a continuacion
comprobar que u € C?(Q).

Para efectuar la construccion de la soluciéon generalizada, se subdivide @ en triangulos mediante las

rectas caracteristicas x +ct =kl y x — ¢t = —kl, con k € Z,. De esta forma, se tiene que
0
o-1a.
i=1
con

Q1={(z,t) e Q;x +ct € (0,1),x —ct € (0,1)}
Q2 ={(z,t) € Q;x+ct € (0,1),x —ct € (—1,0)}
Qs ={(z,t) e Q;x+ct € (I,2]),z — ct € (0,1)}

luego, se va encontrando la solucion generalizada por etapas, construyéndola para cada ();, comen-
zando con ¢ = 1 y asi sucesivamente, como la demostracion del teorema [2.7.3

2.8. El Principio de Duhamel

Consideremos ahora el problema de Cauchy para la ecuacion de ondas unidimensional no homogénea

Uy — gy = h(z,t) con (z,t) € R?
(PCO) S u(z,0) = f(x) reR
u(z,0) = g(z) reR
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para resolver (PCO), basta encontrar la solucion del problema correspondiente a la ecuacion homo-
génea con datos iniciales f y g, método ya aplicado anteriormente, y sumarle a la solucién obtenida
al problema
Uy — gy = h(x,t) con (z,t) € R?

u(z,0) =0 sizelR (2.74)

ug(z,0) =0 sizelR
asi pues, la tnica cuestion que se plantea es como resolver (2.74). Esto tltimo puede ser llevado a
cabo mediante el denominado principio de Duhamel

Teorema 2.8.1. Sea h € C1(R?). Para cada s € R, consideremos el problema

Uy — gy = 0 con (z,t) € R?
v(z,0) =0 sixeR (2.75)
v(z,0) = h(z,s) stz eR

denotemos por v(-, -, s) a la Unica solucion cldsica de . Entonces, el problema posee una
y solo una solucion u € C*(R?), que viene dada por la férmula

u(z,t) = /Otv(x,t —s5,8)ds VY(z,t) € R? (2.76)

Demostracion. La unicidad es inmediata. Para la existencia, es facil comprobar que la funcién v dada
por (2.76) esta bien definida y pertenece a C?(R?). Ademas evidentemente u(z,0) = 0, y

¢ ¢
u(x,t) = / v(z,t — s,5)ds + v(x,0,t) = / ve(z,t — 8,5)ds V(z,t) € R? (2.77)
0 0
de (2.77)) se obtiene en particular que u;(x,0) = 0, y derivando nuevamente respecto de ¢

t t
uy(x,t) = / v (z,t — s, 8)ds + vy (x,0,t) = / Uy, t — 5,8)ds + h(z,t) V(z,t) € R?
0 0

es decir
92

t)=c=—
u(z,t) = ¢ 52

(/Otv(x,t — s, S)ds> + h(z,t) = Cugy(z, ) + h(z,t) V(z,t) € R?

O

Observacion 2.8.1. Es sencillo, a partir del principio de Duhamel, escribir de forma explicita la
formula que resuelve (2.74). Luego podemos encontrar, como solucion u de ([2.74)

1 t x+c(t—s)
u(z,t) = —/ / h(y,s)dy | ds V(x,t) € R®.
2c 0 x—c(t—s)
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2.9. Conclusion

En este capitulo se clasifico las EDP (Laplace, Calor y Onda) y junto con ellas los problemas iniciales,
mixtos y de contorno asociados a cada una de ellas. Se analiz6 el método de separacion de variables
para la resoluciéon de cada EDP.

El estudio de la existencia y unicidad de la solucién en cada uno de los problemas asociados a las
EDP elipticas, hiperbolicas y parabélicas se pudo efectuar con algunas restricciones, esto se puede
ver claramente en las hipotesis de los teoremas y lemas usados para demostrarlas.

Se pudo dar una solucién clasica para los problemas iniciales, mixtos y de contorno en :

s Intervalos acotados del dominio.

= Se pudo debilitar las condiciones impuestas a las funciones que intervienen en cada problema
gracias al teorema (2.5.1)) a funciones al menos continuas ver observacion ([2.5.2]).

En capitulos posteriores, veremos como resolver estas EDP sin estas restricciones.
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Capitulo 3

Transformada de Fourier

3.1. De la Serie a la Transformada de Fourier

Comencemos por tomar una funcion f € H, donde H es un cierto espacio de funciones, en particular
pediremos que sea un espacio de Hilbert, para garantizar que los calculos sean mas sencillos. La
idea es expresar dicha funciéon en términos de sus correspondientes coeficientes de Fourier y trabajar
algebraicamente a fin de encontrar una expresion que nos sugiera de manera facil la transformada de
Fourier y su inversa.

Sea H = L?|—m, 7|, donde f € H siy solo si

/_ﬂ @) dz < oo

en H definimos el producto interno de la siguiente manera

(9) =5 | 1@i@is vfg et

Se sabe que H es un Espacio de Hilbert, es decir, H es completo con la norma inducida por este
producto interno.

Como
{en — eimrac}nez

es un sistema ortonormal completo de H entonces

f= i Cnén, Vf € H,

n=—oo

donde ¢, = (f, e,) y es llamado el n-ésimo coeficiente de Fourier de f.
Podemos extender el concepto para cualquier [ con 0 < [ < oo, donde H sera H = L?[l,1] y tomamos
como conjunto fundamental
{en =e' 7 I}
nel
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por ser L? completo y por el teorema fundamental de Fourier

[e.e]

VieH, f= ) (fenen (3.1)

n=—oo

calculemos

1 [ 1 [ _inmt
e =7 [ et =g [ foea

luego re escribiendo la igualdad (3.1]) de la siguiente manera

> ¢ 3 t inmt
f= Z (2% /e ft)e dt) et (3.2)

n=-—oo

llamando &, = § entonces (§,11—&,) = % donde esta tltima expresion no depende de n. Y llamando
h(&,) como

V4
e = [ s

luego remplazando esto tltimo en (3.2)

[e.9]

=" (Gurr — E)h(&)emn

n=—oo

donde ésta expresion tiene el aspecto de una suma de Reimann, luego tomando (§,11—¢&,) = A = %
y se cumple que si | — oo, A{ — 0

f= /_ Z { /_ Z f(t)e“”gtdt} g

Todo lo que hicimos es tratar de sugerir la definicion de la transformada de Fourier y su inversa.
Diremos que la transformada de Fourier de una funcién es una aplicaciéon que denotaremos como f

fla) = [ se
de manera analoga la transformada de Inversa de una funcion la denotamos como f
fla) = [ sterdg

Es claro que bajo ciertas hipotesis, que luego analizaremos, conocer la transformada de Fourier de
una funcion f , equivale a conocer dicha funcién f ya que al aplicar la transformada inversa a f
conocemos a f.

Solo para mencionar algunas aplicaciones, la transformada de Fourier se aplica al estudio de senales
y sistemas, en Optica, en aparatos que son utilizados en tomografias, también en las técnicas que se
emplean en resonancias magnéticas, al procesamiento de imagenes, etc.
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Observacion 3.1.1. Hemos sugerido la Transformada de Fourier y su inversa de una funcion f
que pertenece a un espacio de funciones completo, mas precisamente tomamos f € L*(R). Nos
plantearemos las siguientes preguntas y luego se intentara responderlas.

., Qué condiciones debe cumplir f para poder encontrar su correspondiente transformada de Fourier?
De poder encontrar la Transformada inversa f ;Sera siempre cierto que al aplicarla a la Transformada
de (fY encontraré a la funcion f?

i.Serd posible aplicar el concepto de la Transformada de Fourier a otra entidad matemética que no
sea una funciéon?

Para responder las preguntas planteadas debilitemos las condiciones que le pedimos a f al intentar
sugerir su transformada de Fourier correspondiente. Dijimos que f pertenecia a un Espacio de fun-
ciones al cual dotamos de un producto interno, y pediamos que dicho espacio sea de Hilbert, ahora
en adelante s6lo necesitaremos de un espacio de pre-Hilbert.

Y para ampliar mas nuestro campo de funciones diremos que el Espacio de funciones usadas seran
las casi-continuas y la integral que calculemos en el producto interno sera la integral de Lebesgue.
En la siguiente seccion nos valeremos de estas nuevas y poderosas herramientas para dar una defini-
cion formal de la tan ansiada, Transformada de Fourier.

3.2. La Transformada de Fourier en L!'(R")

Deciamos que la Transformada de Fourier (TF) de una funcién es una aplicacion descripta por:

/ f —z?ﬂtzdt

Es facil ver que si f € L'(R) podemos encontrar su TF correspondiente.
Recordemos que si f € LY(R) equivale a decir que :

| 1wl < oc
tomamos |f| y como |e~2™*| = 1 luego
f(l’)‘ — }/ f(t)e—i27rta:dt' S / ‘f(t)e—i%rtx| dt

- /Oo )] [ dt = /OO F®)dt < oo

Con esto estamos diciendo que f esta bien definida cuando f € L'(R). Esta condicion es conocida
como la condicion débil de Dirichlet, también se suele decir que si f es integrable Lebesgue es posible
encontrar su TF correspondiente.

Ahora estamos en condiciones de dar una definicién formal para la TF de una funcion y extender el
mismo concepto a L'(R").

Definicién 3.2.1. Dada una funcion f € L'(R"), la transformada de Fourier de f es una aplicacion

que llamaremos f(x)
f:R*"—=C

fa) = [ fleyetoay
Rn
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con z € R, denotamos F(f) = f

Observacion 3.2.1. En la definicion anterior x - ¢ denota el producto interno usual de R™ y dt =
dty - - - dt,, denota el elemento ordinario de la medida de Lebesgue.

Observacion 3.2.2. Las funciones que consideraremos seran funciones medibles y la integral que
consideramos es la integral de Lebesgue. En alguna literatura referida al tema de la transformada se
toma funciones periddicas y la integral de la definicion es la integral de Riemann.

Observacién 3.2.3. No hay unanimidad a la hora de definir la TF. Esto tenemos que tenerlo muy
presente al comparar las propiedades y teoremas ya que pueden variar los resultados obtenidos, a
continuaciéon daremos algunas definiciones mas usadas en la diferentes 4dreas que emplean la TF:

F()(E) = / " fyetdr
F()(t) = / " et
FOW =5 [ f0e

FD) = o= [ s

Enunciaremos algunas propiedades importantes de la TF como algunos teoremas que sirven para
caracterizarla pero primero veamos el espacio de Schwartz S(R™), este espacio sera usado para de-
mostrar de forma sencilla algunas propiedades y teoremas de la TF que méas adelante lo estudiaremos
con mas detenimiento.

Definicion 3.2.2. Diremos que ¢(x) € S(R) si cumple que
1. p(z)eC>
2. para todo n,m enteros no negativos

d"g

" —=

| < c(n,m)

sup
zeR

donde ¢(n,m) es un constante que depende de n 'y m.

Teorema 3.2.1. La Transformada de Fourier (TF) es una aplicacion lineal, es decir, para todo f,
g € LYR") y A\, B € R tenemos F(Nf + Bg) = AF(f) + BF(g).

Demostracion. por definicion y ya que la integral es una aplicacion lineal tenemos que

FOM + Bg) = / AF(E) + Bglt))e ™= dt

n

= /n(/\f(t))e—i%rt.rdt + / (Bg(t))e~ 2t

=X | fOe a5 | g(he e
R R

= AF(f) + BF(g)
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Teorema 3.2.2. Propiedades Analiticas se la Transformada de Fourier
a)La aplicacion F definida por

F: LY(R™) — L®(R")
frf

es una transformacion lineal acotada y ademds Hf” < || flly-
b)Si f € LY(R™) entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. a) Si f € L*(R™) entonces

FH @I =|f@)| =

/ |f | ‘67127rtx‘dt

= [ 1r@ld =151,

Luego, se tiene que ’f(x)‘ < |If|l, en casi todo punto x y por definicion de la norma || - || se sigue
que

f (t) €—i27rt~z dt ‘

1]l = s,
Para b)
Como f € L'(R") entonces dado ¢ > 0, existe R = R(g) > 0 tal que / |f(t)|dt <€

>R
por la continuidad de e existe § =d(e) > 0 tal que si |z| < § luego [e™>™* — 1| < ¢

tomemos 1 € R™ tal que ||n|| < § % ( que depende de £ pero no de ). Por Cauchy-Schwartz si ||t < R
entonces |n-t| < ||t]| |In]l < R- % =& y por lo tanto |[e™?™" — 1| < e.

Asi resulta que
/e—ZWi(IJF”)'tf(t)dt—/ e—27ri:c.tf(t)dt‘
/ e R 1)f(t)dt‘
< [ e et - o) d
< [ el
R

S/ ’ —2mint 1||f |dt+/ ‘ —2mint 1||f |dt
Jizr o Jii<r

-~ -~

1 11

—2miz

fla+m - )] =

Como e 2™t € §(R) luego |e 2™t — 1| < 2 y asf obtenemos que
I< 2/ F(b)| dt < 2
lt=R
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Por otro lado si [|t]| < R entonces |n - t| < 4§, luego [e 2™ — 1] < e.
Mediante la cuenta anterior podemos acotar II de la siguiente manera

IT <e|fll,

luego obtenemos lo siguiente
fla+n) = f2)| < 2e+ellfll, = C

donde C. es una constante (que depende de e pero no de x) concluyendo asi que f es uniformemente
continua. n

Definicién 3.2.3. Sea Cy(R") el espacio de las funciones f: R" — C tales que lim =0.

|z| =400
Enunciemos ahora el conocido Lema de Reimann-Lebesgue que concluye que f € Co(R™).

Teorema 3.2.3. Si f € L'(R"), entonces se tiene que | ‘hm flz) =

T|—+00
Demostracion. para demostrar en forma sencilla este importante teorema recordemos que S(R) el
conjunto de las funciones temperadas es denso en L'(R™) de modo que toda funcién en S tiene una
transformada de Fourier en el sentido usual.
Dado f € L'(R") y € > 0 existe g € S tal que / |f(t) —g(t)|dt <e

R"
luego

~h»
I
k'*n
Q>
Q>

s
IN

f

Q>

He 2wztx}dt+|g|
g/Ran—g)(t)!dtHé!

de donde f < e+/g|. Luego, como para las funciones de clase Schwartz este teorema es cierto entonces
tomando limite en ambos miembros de la taltima desigualdad obtenemos

lim f<e

|z|—+o0

y esto se cumple para todo € > 0 luego

lim f(z) =

|x| =400
]

Ademas de las operaciones de espacios vectoriales, L'(R") es dotado de una multiplicacion, que hace
de este un algebra de Banach.
Esta operacion es llamada convolucion y se define de la siguiente manera:
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Definicién 3.2.4. Si f, g € L'(R"), su convoluciéon denotada por f * g es la funciéon definida en R”
por

frglx)= [ flz—y)g(y)dy

R

Se puede demostrar que la funcion f(z —y)g(y) es una funcion medible de dos variables x e y, luego
utilizando el teorema de Fubini se llega a que f * g € L'(R") y que

1F gl < {171 gl (3:3)

Podemos observar, también que la convolucién cumple las siguientes propiedades:
Proposicion 3.2.1. Si f, g y h € L*(R") entonces:
L frge LRy £ gll, < 171l Nl
frg=gxf
(f*g)xh=fx(gxh)
4. (f+g)xh=fxh+gxh

Lo N

Luego, tenemos que L'(R™) es un &lgebra de Banach conmutativa con el producto dado por la
convolucion.
En general h = f * g esta bien definida siempre que f € LP(R") con 1 < p < ooy g € L'Y(R").
Ademas, se cumple que

1+ gl < A lpllglh-

Observacién 3.2.4. F : L'(R") — Cy(R") no es sobreyectiva.

Demostracion. Para mostrar que no es sobreyectiva tomemos n = 1 y la funcion:

x si|z| <1
¢(I) = { sgn(x) :

gl SL lz| > 1

o(z) € Cyp(R) y supongamos que existe f € L'(R) tal que ¢ = f, llegamos a un absurdo.
Dado a > 1

/1<x|<a @dx N /1<x|<a @dx
_ /1 i 1 ( / e—z’fmf(y)dy> de = /1 <|QE|<af(y) ( / G_erdx) dy
(o [ )

ftl ben(27ryac
1

tomando A(a,y) = dzx luego de utilizar integracién por partes dos veces obtenemos que:

|A(a,y)] < M paratodoa>1yVyeR
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Figura 3.1: Gréafica de la funcion ¢(x).

por lo tanto

/ 9@ 4o < oM |1
i<|z|<a L

1
/ —¢(x)dx = / dx
I<|lz|l<a ¥ 1<|z|<a |ZL’| (1 + IOg |$|)

“ 1 1
2 [ s
1 1+log|z|x

loga
=2 du = 2log(1 log(a)
/0 T u U og(1 4 u)|,

por otra parte

tomando limite cuando a — +0o0 se tiene que la tltima igualdad tiende a 400, llegando al absurdo.

m
Teorema 3.2.4. Si f, g € L'(R"™) entonces (?*\g) =f-q
Demostracion. Sea h = f * g, luego por definicion de TF y convolucion
Fiy = [ ermenie= [ eregegan= [ e ([ patiy) i
n n n Rn
aplicamos el teorema de Fubini, ya que h(t) es integrable
Fi = [ ot ([ et at) ay
realizamos el cambio de variable u =t — y entonces t = u + y, du = dt
F) = [ o) ([ e wda) dy
finalmente
Fi) = [ o) ([ e sont) ey = g
O
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Observamos que el espacio Cp(R™) es un algebra de Banach con el producto dado por la multiplicacion
de funciones punto a punto

(f-9)(z) = f(z) - g(z)
conz € R"y f g€ Cy(R™).
Ahora podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3.2.5. La Transformada de Fourier
F: LYR") — Co(R™)
fe f
es un homomorfismo de dlgebras de Banach, con norma igual a uno.

Demostracion. La demostracion del corolario sale aplicando el Teorema (3.2.4) y la desigualdad

B3). 0

También tenemos las siguientes propiedades algebraicas para la Transformada de Fourier.

Proposiciéon 3.2.2. Sean f, g € L'(R")

1. Linealidad: (af/—i—\bg) =af +bj

o —

2. Conjugacion: (f(€)) = (f(—¢))
3. Traslacion: Sea 7, f(z) = f(x — h) entonces (Tff\(@) — e 2w f (1)

4. Modulacion: Sea g(z) = e 2" f(z), entonces §(x) = (7,.f(x))

—

5. Dilatacion: Si a > 0 entonces a"(8,f)(z) = f(a~'x), donde 8, es una transformacion lineal
definida por 6, : f(z) = f(ax).

El siguiente teorema muestra la relacion entre la transformada de Fourier y la diferenciacion. Afirma
que después de aplicar la TF a la funcién k-coordenada es equivalente, salvo una constante multipli-
cativa, tomar la derivada parcial con respecto a la k-ésima variable de la TF.

Es también cierto que la TF de tales derivadas parciales se obtiene nuevamente, salvo una constante,
aplicando la TF en la correspondiente funcién coordenada.

Antes de enunciar el teorema daremos la siguiente definicién que nos ayudara en le demostracion del
teorema.

Definicién 3.2.5. Decimos que f es diferenciable en la norma L? respecto a xy , si dado f € LP(R™)
fl@+h)— f(z)

tal que
P 1/p
lim (/ dx) =0
hi—0 n hk

la funcion g es llamada la derivada parcial de f respecto a xp en la norma LP.

—g(v)

Teorema 3.2.6. Supongamos que f € L'(R") y xxf(z) € LY(R"), donde xy, es la k-funcion coorde-
nada. Entonces [ es diferenciable con respecto a xy y ademds

of(x) |, =7
O = (—2mitp f(t))(2)
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Demostracion. Dado h = (0,..., hy,...,0) un vector no nulo tal que la coordenada k-ésima, hy # 0
tenemos que usando el teorema ([3.2.2) parte 4 y por el teorema de convergencia dominada Lebesgue
y utilizando la definicion (3.2.5).

o fa+h) = f@)
h—0 hy

= (—2mity f(t))(2)

donde

fla+ f]?k— fla) _ {f_m;—'k_l)f(t)}ra:)

Encontraremos muchas versiones del resultado anterior para realizar la demostracién quizéas la mas
sencilla es aplicando la definicion (3.2.5) O]

Aplicando la parte & del teorema (3.2.2) junto a la primera parte del teorema (3.2.2)) a

g(a) — f(a)(em ) — 1)
hy,

y haciendo tender h; — 0 se obtiene el siguiente teorema

Teorema 3.2.7. Si f € L'(R") y g es la derivada parcial de f con respecto a xy en la norma L,
entonces se tiene que

g(x) = 2miz, f ()

Demostracion. Para realizar esta demostracion de manera sencilla tomemos n = 1 con lo cual se
debe mostrar, es que:
Sea f € L'(R) y g = f’ entonces

§=F(f") =2ricf

primero realizamos el siguiente calculo:

f/(t)€_i27rmdt

Na)
I
T

y usando integral por partes

§ = (f(t)e ™) ==, —(~2mix / F(t)e )

g

T—r00

recordemos que lim f(x) =0 si / |f(z)| es acotado

8

finalmente
g= 27m'x/ Ft)e 2t = 2mix f
R

]

Juntando los teoremas ([3.2.6) y (3.2.7) enunciados anteriormente podemos extender los conceptos a
derivadas de orden superior. Sin entrar en demasiados detalles, tenemos que:
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- P(D)f(x) = (P(=2mit) f(t)](x)

, )
2. (P(D)fN(x) = P(2mix) f(x)

donde o = (ay,...,ap) con o; > 0, x* = (af*,...,20), D* = gU T /g .. 0xir y P es un
polinomio en las n variables z1,...,x,, con o, € R, P =) a,D*y P(D) es el operador diferencial
asociado a D.

El principal problema en la teorfa de la TF en L!(R"), es obtener la funciéon f a partir de su TF.
Como se dijo antes, la TF es una aplicacion lineal de L'(R") — Cy(R™), pero no toda funciéon con

esas caracteristicas es la TF de una funcion en L'(R"). Es més, uno esperaria que

FO) = [ f)ertnde
]Rn

pero lamentablemente, f no tiene porque ser integrable.(Por ejemplo, basta tomar n = 1y f la
funcion caracteristica de un intervalo finito.)

Para solucionar lo mencionado anteriormente, usamos métodos de sumabilidad de integrales, por
ejemplo, el método de sumabilidad de Abel o el método de sumabilidad de Gauss.

Para cada ¢ > 0 definimos la medida de Abel, A. = A.(f) como la integral

A= [ flx)e P ldx
Rn

Es claro que si f € L*(R™) entonces lim A(f)=[| f(z)dx
e— R
Por otro lado, esta medida de Abel esta bien definida cuando f no es integrable (Si asumimos, por

ejemplo que f estd acotada entonces A.(f) esta definida para todo € > 0)
Ademas, su limite

lim A.(f) = f(x)eceldy
e—0 R™

puede existir incluso cuando f no es integrable.
Siempre que el 11’n(1) A.(f) exista y sea finito decimos que
e—

f(z)dx
Rn

es sumable en el sentido de Abel.

Definicién 3.2.6. Decimos que fRn f(z)dz es sumable y su suma es [, en el sentido de Abel, si

, i ~elal
ll_l;r(l) A (f) = lim (x)e =*ldz

e—0 R™
existe y es igual a [.

Otro método de sumabilidad es la sumabilidad de Gauss, éste método estd definido mediante la
medida de Gauss (Aveces llamada Gauss-Weierstrass).

G(f)=G. = f(:z:)e_dmlgdx
R
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Definiciéon 3.2.7. Decimos que fRn f(z)dz es sumable y su suma es [, en el sentido de Gauss, si

fm G.(f) =lfm | f(z)e " da

e—0 e—0 Rn
existe y es igual a [.

La medida de Abel (3.2.6) y Gauss (3.2.7)) se pueden expresar en una forma mas general:

Mea(f) = MS) = [ @) (o)t (3.4

donde ® € Cy(R") y ©(0) = 1.
Luego [,. f(z)dz es sumable y de suma [ si HH(I) M.(f) =[. Llamamos M.(f) la medida & de ésta
e—

integral.
. _ 2 _ , .
Ahora tenemos que conocer la TF de las funciones eI y e~¢l*l. EI calculo de la primera de ellas
. . .o . . 422 ..
es facil y se reduce al caso unidimensional, primero calculemos la TF de e=* I*I" por definicién

tendremos:
n 00
A 2( ]2 i 4222 oot
/ o4 |z e i2mwt g0 H/ e 4m 5 o ZQﬂx‘}t‘}dl'j (35)
n ]:1 —00
realizando el calculo unidimensional
o 2.2 o 2.2 > 2_ (42 2 o 2
/ 6—47r x e—z?ﬂxtdx _ / 6—47r x —szctdx _ / e—(27roc+zt/2) —(t /4)d$ — et /4/ 6—(27rx+1t/2) dr
—0o0 —0o0 —00 —0o0

usamos el siguiente cambio de variables z = 27wz + it/2 luego dz = 2wdzx remplazando en lo antes
obtenido y tomando el resultado de la conocida integral de Gauss (hay diferentes formas de obtener
el resultado de la integral, por ejemplo usando calculo de variable compleja). Resulta

e—t2/4i/ €—z2dz _ €—t2/42—17r—1/2
2r J_ o
volviendo a ({3.5) obtenemos
/ €f4ﬂ2|x\267i2ﬂ’x-tdm _ H e—t?/4271ﬂ_71/2 _ 27n7_‘_7n/2€f\t|2/4 (36)

finalmente para obtener la TF de e=clel’ y realizando un cambio de variable apropiado (v/a/2y/m)y =
x podemos generalizar el resultado expresandolo mediante el siguiente teorema.

Teorema 3.2.8. Para todo o > 0 se tiene que

— 2 — it —_ —_ —_ 2
/ e Taly| e 2mit ydy —a "1 n/2€ [t|* /e
n

Demostracion. La demostracion es sencilla volviendo a la variable z y usando (3.5) y (3.6)) O
. . ., _ 2 .
Como consecuencia del teorema si tomamos a = 1 muestra que la funciéon e ™*" es su propia

transformada de Fourier.
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Teorema 3.2.9. Para todo o > 0 se tiene que

—27maly| ,—2mit-y _ o
e e dy =C,
/n y (a2 + wQ)nH/Q

_ T'(n+1/2)
donde C = SID/2
Demostracion. La demostracion de este teorema es mas complicado que el anterior. Por un cambio

de variables veremos que sera suficiente tomar @ = 1. A fin de mostrar este resultado supongamos
cierta la siguiente igualdad:

E_eBlaugy (3.7)

sl

para todo 5 > 0 luego, usando el teorema (3.2.8)) para establecer la tercera igualdad

; 1 et 2,(2 ;
6727r\y|672mt-ydy _ / {_/ _67471' ly| /4udu} 67127rt-ydy
/" rn (VT Vu
\/_/ { 747r2|y\ /4u —i27t- ydy} du
() e

2
_ ﬂ(n+1>/2 /0 ot (=12 —ult? g,

1 1 &
— —s,(n—1)/2
m(nt1)/2 (1 + |t| ) (n+1)/2 / 5 ds
T(n+1/2) 1

n(n+D/2 (] 4 m )(n+1)/

Asi el teorema estaria demostrado, solo nos quedara demostrar (3.7) usando las siguientes identidades

2 o
e P = —/ o8 ﬁxda: (3.8)
T Jo 14 a2
con >0y
1 o 2
= —(Haug 3.9
e e (3.9

La segunda de estas igualdades, la (3.9)), es evidente mientras que la primera es una aplicacion de la
teoria de residuos a la funcion e*##/(1+2%) uego

2 oo 2 oo o0
e P = —/ de = —/ cos Bx / etz gy, \
T Jo 14a? T Jo 0
= —/ e " {/ e~ cos ﬁxdz} du = —/ e " {—/ e_“xgelﬁxd:v} du
T Jo 0 T Jo 2 )
_ z /oo o {W/OO 6_47r2uy2€_27ri/3ydy} du — z /OO oU {1\/?6—,32/411} du
T Jo oo T Jo 2V u

con lo que el teorema queda demostrado. O]
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Observacién 3.2.5. Denotamos la TF de las funciones et elvl’ y e~2ml donde a > 0 con Wy P
respectivamente. Esto es:

W (t,a) = (dmar)~ (/DI /e

«
P(t,a) =C,
(t, ) (a2+|t|2)n+l/2

La funcion W (t, a) es llamada el nicleo de Gauss-Weiestrass 'y P(t,«) el nicleo de Poisson.
Podemos mostrar que la medida de Abel y la medida de Gauss de la integral [;, f(z)e2™ = dy con-
verge en casi todo punto y en norma a f.

La idea es expresar esas medias en términos de la convolucion de f con los nicleos W(t, ) y P(t, «)
y a continuaciéon usar la teoria de la aproximacion de la identidad.

Para obtener esas expresiones usaremos los resultados siguientes

Teorema 3.2.10. Férmula de Multiplicacién. Sean f, g que pertenecen a L'(R™) entonces

f@)g(w)de = | f(x)g(x)da

R R

Demostracion. La demostracion es sencilla primero aplicamos la definicion de la TF y luego el teo-
rema de Fubini

fgtaa = [ [ ) f<t>e2mdt] g(x)ds

_ / n { / n g(:c)ezmt'xdxl F()dt

= [ f(t)g(t)dt

R”

R

]

Supongamos ahora que la funcion ¢ dada en que cumple la condicion ® € Cy(R") y ¢(0) =1
es integrable y su TF es & = ¢.

Si tenemos que @.(x) = e "p(x/e) para € > 0, luego por la dilatacion de la proposicion (3.2.2)
implica (6.®)(x) = e "p(x/€) = ..

El teorema nos muestra que cuando ® = ¢~**I*" ohtenemos ¢:(x) = W(z,e?) y similarmente
por el teorema (3.2.9) obtenemos que . (x) = P(x,¢) con ® = e~ 71l Aplicando la formula de mul-
tiplicacion a f(z) y a e**5.®(x) luego usando la modulacion de la proposicion (3.2.2)), obtenemos
el siguiente teorema.

—A4r

Teorema 3.2.11. Si f y ® € L'(R") y p = ® entonces para todo £ > 0 se verifica que

f@)em = d(ex)de = [ f(x)pe(z —t)do
R™ R™
En particular, para todo € > 0 se verifica que

f(z)e2mitee2melel gy — flz)P(x —t,e)dx
R" Rn
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y para todo o > 0 tenemos que
f($)62m'$6_4”20‘|z|2dx = f(x)W(x —t,a)dx
Rn Rn

Vamos a demostrar que la integral fRn f ()e?™*dz es sumable a f para una clase mayor de mé-
todos de sumabilidad, que incluye la sumabilidad de Abel y de Gauss. Veamos que significa que
Jgn f(2)e™*®(ex)dr converga a f en la norma L'(R") bajo las siguientes condiciones

- & e L'(RY)
= d=pel'(RY)
v e p(z)de =1

Se puede mostrar que el nicleo de Poisson y el nicleo de Gauss-Weiertrass cumplen estas condiciones.
Para ello enunciemos el siguiente lema.

Lema 3.2.12. (a) | W(z,a)dr =1 Va >0
R

(b) | P(z,e)de=1 Ve >0

R
A continuacion enunciemos el teorema de aproximacion a la identidad.

Teorema 3.2.13. Supongamos que p € L'(R™) con [, ¢(x)dx = 1 y para ¢ > 0, sea p.(x) =
e "p(x/e). Si f € LP(R") con 1 <p<oo o f € Cy(R") C L>*(R"™) entonces:

lm 1/ + . — f]}, = 0
En particular, u(x,e) = f)P(x —t,e)dt ys(z,e) = fOOW (x — t,e)dt convergen a f en norma
Rr Rn

LP, e — 0.

Observacion 3.2.6. La funcion u(z,e) definida sobre R", con € > 0 se llama la integral de Poisson
de f y la funcion s(x,¢€) es conocida como la integral de Gauss-Weierstrass de f.

Demostracion. Haciendo un cambio de variables tenemos,

/n pe(t)dt = / e"p(t/e)dt = /n o(u)du =1

Sea f € LP(R") con 1 <p < o0

(Frp@) = @) = [ fo=tpadi= [ et = [ (o=t = fa)edto

Rn
P 1/p
dx)

< [ ([ 16 =0- ropetora) a

luego por la desigualdad de Minkowsky para integrales se tiene que

167 )0 = sl = (]

[ (=0 - f@)erar

-/ ( [ 1=t = spr dx) Y leolar
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luego

1/p
I+ 0@ - 1@, < [ ([ 1@ =0 - s@rds) ool a

|
- [ ([0 swpra) e ot/ at

haciendo un cambio de variable u = t/e y du = 1/"dt tenemos que:

1/p
1700w - 1@l < [ ([ 1t =20 - ppan) ol

Rn

Por otro lado la expresion

1/p
([ 1sn = sl de) =i =t

es conocida como el médulo de continuidad en LP de f.
Observar que w(h) es una funcion acotada como funcion en h usando la desigualdad de Minkowsky:

(fseem—sapar) "< ([ ttecnpas) " ([ trar)

luego
w(h) < 2|1 fI7

Ademas, tenemos que lim w(h) = 0.
|h|—0

Si tomamos una funcion g € Co N LP(R™) y sea K = sop(g) vy K1 = {z : d(z, K) < 1}.
Supongamos que |h| < § entonces como g es continua en el compacto K7, se tiene que es uniforme-
mente continua

. l9(x + h) — g()" dz = i l9(x +h) = g(2)[" dz < "m(Ky)

es decir que si |h| < J entonces tenemos que

lg(x +h) —g(z)], <e

Tomemos ahora f € LP(R") y g € Cp tal que ||f —gl|, < € lo cual es posible por ser Cp denso en
LP(R™).
Ahora probemos que lim ||f(x + h) — f(z)|| =0

|h|—0 p
luego si |h| < §

1 (e +h) = F@)l, <|[f(@+h) —gle+ ), + llglz+h) =g, + llg(z) = f)],
=2|[f(z) = g(@)ll, + lg(z + h) = g(z)[|, < 3¢
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Entonces si f € LP(R") se tiene lim || f(z+ h) — f(x)|, =0

|h|—0 P
por lo tanto

1/p
7 vto) - sl < [ ([ 1fta=e0 - sl as)  fotola

- / wl(—et) p(t) dt

Esta ultima igualdad tiende a cero cuando, € — 0, debido al teorema de convergencia dominada, ya
que

w(=et)p(t)] < 21| f[l, le(t)]
2f1l, € L'(R™)
lf_r)r(l)w(—et)@(t) =0

Ahora si f € Co(R") se tiene que

(F 0la) = fla) = [ (F=0) = Sl

entonces
|(f * @) (@) = f(z)] < . |(f(z = 1) = f(z))] e (t)| dt

como f es continua en x, entonces dado n > 0, 3 > 0 tal que |f(z —t) — f(x)| <mn, si |t| < 0.
Por lo tanto

[(fx o)) = flo)] < | [(f(z—1) = f2))] lee(t)] di

R”|

= [ =0 - ra)llelde+ [ (- 1) = )] o)l d
|t|<é [t|>0
Como f € Cy(R™) C L>*(R") se tiene que:
|(f xe) () = fla)] < 77/ |s0a(t)|dt+2||f||oo/ |pe ()] dt
|t]<é |t|>6
se observa que lim |pe(t)| dt = 0 luego, usando el cambio de variables y = t/¢ se tiene que

e—0 |t‘>6

/t lende=e / el = / el

Por el teorema de convergencia dominada, como ¢ € L'(R") se tiene que

/ oe(t)] dt
[t|>d

esta ultima integral tiende a cero cuando ¢ tiende a cero, luego podemos concluir

I [/ # ) (@) — £ (). = 0
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Del teorema podemos expresar el siguiente Corolario.

Corolario 3.2.14. Supongamos que p € L'(R") y fR" t)dt = 0 entonces
lim 1(£ * )], =

siempre que f € LP(R™) con 1 <p<oo d f € Cy(R") C L>*(R")

Demostracion. Si tomamos:

(F *0la) = (F pla) = Fla) 0= (F ) = fla) [ ottt = [ 7o =0) = f@lon(0

luego se procede de manera similar que en la del teorema anterior. O

Usando el teorema (3.2.11)) y (3.2.13) obtenemos una solucién al problema de la inversion de Fourier.

Teorema 3.2.15. Si ® y su transformada de Fourier o = @ son integrables y fR" xr)dr =

entonces la medida © de la integral [5, F(t)e2™ e dt converge a f(z) en norma L'. En particular la
medida de Abel y la medida de Gauss de esa integral converge en norma L'

Ya que S(z,a) = fOW(x —t,a)dt = ft)ePmitzein? altl? gy converge a f(z) en L' cuando «
Rn Rn
tiende a 07, podemos encontrar una sucesion oy — 0 tal que S(x, ) — f(x) en casi todo todo

punto de x. Si ademéas asumimos que f € L*(R™) por el teorema de convergencia dominada tenemos
el siguiente Corolario.

Corolario 3.2.16. Condicion Necesaria y Suficiente para la Ezxistencia de la TF Inversa
Si f, f € LY(R"™) entonces

flx)= [ f)emtdt

Rn
en cast todo punto de x.

Observacién 3.2.7. Vimos que si f € L'(R") por el teorema de caracterizacion de la TF f es
continua. Si ademas f es integrable, la integral fRn f(t)e*™dt también define una funcién continua

(va que ésta funcion es igual (f)(—z)). De esta manera cambiando a f sobre un conjunto de medida
nula podemos obtener la igualdad del corolario (3.2.15)) para todo z. En otras palabras, f se puede
convertir en una funciéon continua, cambiando sus valores en un conjunto de medida nula.

Observacién 3.2.8. Del teorema (3.2.14)) se puede deducir que si f(x) = ( para casi todo x, entonces
f(t) = 0 para casi todo t.
A partir de esta observacion podemos afirmar que F : L'(R") — Cy(R") es inyectiva.

Ahora nos encontramos en condiciones de dar la siguiente definicién.

Definiciéon 3.2.8. El operador definido por:

FAUR© = [ P

n

se llama la Transformada de Fourier inversa.
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Observacién 3.2.9. Por el teorema de inversion, si f, f € L*(R™) entonces F~* o F(f) = f en casi
todo punto.

Observacion 3.2.10. El problema de la inversiéon de Fourier también tiene solucién en el sentido
puntual. Pero para ello necesitamos introducir otros conceptos referidos a la teoria de diferenciacion
de integrales de funciones definidas sobre R™. Si se desarrolla estos conceptos el estudio de la TF sera
més exhaustivo, a continuacion abordaremos dichos conceptos y enunciaremos algunos teoremas sin
llegar a demostrarlos.

Comencemos por introducir un importante resultado de la teoria de diferenciacion de integrales de
funciones definidas en R".
Si f es localmente integrable en R (f € Lj,.(R™)) entonces para casi todo punto z € R™ se tiene

En particular, esto es cierto para f € LP(R").
Llamamos al conjunto

{:c ER": h’miﬁlq (Flz —1) — f(2))] dt = 0}

r—0 r7m

el conjunto de Lebesgue e incluye casi todos los puntos de R™.
De forma més general, un resultado puntual que corresponde a una version del teorema de aproxi-
macioén a la identidad.

Teorema 3.2.17. Supongamos que ¢ € L'(R™). Sea p(x) = sup.essy>q |p(t)| y sea e >0, p-(x) =
e p(x/e). Sivp e LYR™) y f € LP(R™) con 1 < p < oo entonces

li( x)(0) = @) | oty

n

stempre que x pertenezca al conjunto de Lebesgque de f.
En particular, la integral de Poisson / f)P(x —t, e)dt
R’ﬂ

y la integral de Gauss-Weierstras f)W(x —t,e)dt converge a f(x), cuando € tiende a cero para
R
casi todo punto x € R™.

Se sabe que si x es punto de continuidad de f, entonces x pertenece al conjunto de Lebesgue de f,
luego el teorema anterior es valido también para todo punto de continuidad de f Si ademas asumimos
que f > 0, se sigue por el lema de Fatou que f € L*(R™). Asf la integral Jan f(z)e2™*dx define una

funcion continua de t que es igual a f(t) en casi todo punto , por el corolario 1) se deduce el
siguiente resultado.

Corolario 3.2.18. Supongamos que [ € LY(R") y f > 0. Si f es continua en el cero enlonces
feL'R") y

FO) = [ f)ertnde

R"
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para casi todo x (es decir en cada punto de Lebesgue de f). En particular
f0)= [ [flz)dx
Rn
Una consecuencia inmediata del corolario anterior y de las formulas obtenidas en teoremas anteriores

Corolario 3.2.19. Para todo a > 0 tenemos que
0) [ Wiz, a)emtedy = c—irali
Rn

b)/ P(l’, a)€2m't-xdm _ 6—2ﬂa|t|

3.3. La Transformada de Fourier en L?(R") y el Teorema de
Plancherel

Las funciones de cuadrado integrables no tiene por que ser integrables, por lo tanto la definicion de
la TF podria no tener sentido. Sin embargo, como vimos al comenzar nuestro estudio, la TF tiene
una definicién natural sobre L*(R") y una teoria en particular elegante.

Presentaremos los resultados mas importantes.

Si ademas de ser integrable, asumimos que f es de cuadrado integrable entonces f debe ser también
de cuadrado integrable.

Teorema 3.3.1. Si f € L' N L*(R™) entonces

|4

=l

Demostracion. Sea g(x) = f(—x) y por los teoremas ya demostrados tenfamos que si
h=fxge LY(R")

luego

>
I

S~

Nl

~

y como § = f tendremos que

y por el corolario(3.2.18) tenemos que h € L*(R") y
h(0) = / h(z)dx
RTL
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asi tenemos que

J.

f‘Qda: = /Rn h(z)dx
= h(0) = . f(@)g(0 = z)dx
= | f@i@de= | |f[dz

luego

|7

=1

m
Este teorema afirma que la transformada de Fourier es un operador lineal acotado sobre el subcon-
junto denso L' N L? de L*(R") en L*(R™).
Ademas existe una extension acotada, F de este operador a todo L?*(R"), F se llama la transfor-

mada de Fourier sobre L?(R"). Usaremos la notacion f = F(f) donde f € L2(R").
Dada f € L*(R"), existe una sucesion {f,}--, C L' N L*(R™) tal que

lim f, = f en L*(R")
n—oo
esto es posible debido al hecho que L' N L2(R") = L*(R™) por ejemplo

Fulz) = {f(:c) en |f(z)] <n

0 si|z] >n

tenemos que
1fn = fll = Ifn(ﬂ?)—f(x)Ide:/ |f ()] dw
Rn |z|>n

tiende a cero, cuando n tiende a infinito.

Como {f,}>2, € L' N L*(R") converge a f en L*(R™) entonces sea {f,} -, una sucesion de Cauchy
en L?(R™).

Luego tenemos que

o h

lim
n—oo

2 = an - fm“L? =0

por lo que se tiene {f, }°°, es una sucesion de Cauchy en L2(R") entonces como L2(R") es un espacio
completo, existe
lim f, en L*(R™)

n—o0

Sea lim f, = f en L2(R"), es decir, f es limite en L2(R") de la sucesion {f,}2°, definida por
n— oo

falz) = fe 2™t dt = [ fu(t)e *™dt
Rn

jt]<n

Como dijimos antes, f = F(f) se llamara la transformada de Fourier de f. Observamos también que:

64



~

1. ‘fn )

, = Ilfall 2. para todo n € N implica HfHL2 = || fll 2-

2. f no depende de la sucesion elegida.

Ya que, sea {g,} C L' N L*(R") tal que lim g, = f en L?(R")
n—oo

|
L2

fu— 1]

o= llgn = Falls + |

fu—

gn_fn

1| , < fu =]

= llgn = Flle +1f = Full 2 + |

L (3.10)

L2

donde la ultima expresion obtenida en (3.10) tiende a cero, cuando n tiende a infinito. Luego

lim g, = f en L*(R")

n—oo

Observemos que si f € L'(R"), la nueva definicion no cambia la TF porque se puede tomar f, = f,
para todo n € N. Luego obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.3.2. Teorema de Plancherel La transformada de Fourier definida en L' N L*(R™) se
extiende univocamente a L*(R") y verifica para toda funcion f € L*(R™) que

4

2 11l 2

Para demostrar este importante teorema lo podemos dividir en dos teoremas més sencillos. Antes de
enunciar dichos teoremas recordemos una definiciéon que nos sera ttil.

Definicién 3.3.1. Un operador Lineal sobre L?(R") que es una isometrfa y una funcién sobreyectiva
en L*(R") es llamado operador unitario

Teorema 3.3.3. La transformada de Fourier es un operador unitario sobre L?(R™)

Demostracion. Ya que F : L*(R") — L?(R") es una isometria se cumple que

IF A2 = £l VF € L*(R")

entonces su rango R(F) = F(L?*(R")) es un subespacio cerrado en L*(R").
Si este subespacio no fuera todo L*(R"), como R(F) es cerrado, entonces R(F) @& R(F)" y como
R(F) # L*(R"), podriamos encontrar una funcioén g tal que [, f(z)g(x)dx = 0 para todo f € L*(R")

y llgllz2 # 0.
Por la formula de multiplicacién se tiene que para toda funcion f € L*(R™) se verifica que

. f(x)g(z)de = [ f(x)g(z)de =0

Rn

como la formula de multiplicacion se extiende a L*(R"). Entonces podemos concluir que
f(x)g(z)dx =0 Vf € L*(R")
R
y por lo tanto § = 0 para casi todo z € R". Contradice asi que ||g||;> = [|g]/;2 # 0. [
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Teorema 3.3.4. La inversa de la transformada de Fourier F~! puede obtenerse escribiendo
FHg(x)) = Flg(—=)) Vg € L*(R")

Demostracion. Como F es un operador unitario preserva el producto interno

(un&zi/nu@ﬁﬂﬂdﬁ

Sea g cualquier funcion en L' N L2(R™) y f € L*(R™). Sea {f,}°2, una sucesion dado por

fa(z) = F(t)eXm e dy

[t|<n

Claramente cada f, € L' N L*(R") y {f.}72, converge en L*(R") a la funcion f dada por f(z) =
F(f(=x)), luego

<%@=gp@m»

= tim [ o ([ T
(Lo

727th xdt) dl’

= lim f

n—00 \t|<n

7271'1'1‘/-:1: dl‘) dt

— lim G f(t)at <§ f>=<g,f>

lo cual implica que R R
fla) = F7(f(z)) = f(a) = (Ff(~x)) Vf e L}R")
O

Los teoremas (3.3.3) y (3.3.4) conjuntamente son conocidos como el teorema de Plancherel.
Vemos que el problema de invertir la TF tiene una simple y elegante solucion en L?(R"). Como se hizo
para L'(R™), nos podemos preguntar si existe una solucién que implica conceptos de sumabilidad.
Por ejemplo, sea e ° funcién de z, es cuadrado integrable, la medida de Abel de la integral
Jan f(x)€* % dz esta bien definida.

Nos podemos preguntar entonces {Es verdad que converge a f en L?(R") o en casi todo punto? La
respuesta es afirmativa usando los teoremas descriptos para L'(R") y usando la extension en L?(R™)
de la formula de multiplicacion. Finalmente enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 3.3.5. Si f estd definida en L2(R"), se tiene que f(x) = f(—x) como funciones en L2(R™)
y por tanto en cast todo punto. En particular

fo) = tim [ fe)emtae

n—oo [_

como limite en L?.
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3.4. La Transformada de Fourier en LP(R"), con 1 < p < 2

Ya hemos definido la TF para funciones en L'(R") y para funciones en L?(R"), ahora pensemos en
definir la TF sobre la clase L'(R")+ L?(R"), que seran todas las funciones f = f;+ fo tal que f; € L?

y f2 € L2

Definicion 3.4.1. Sea f = fi + f> con f, € L'y fo € L? definimos a f como
f= (f1+f2):f1+f2
Veamos que la TF de f estd bien definida sobre L'(R") + L*(R™).
Sigi+gs=fi+ fo con g; € L'(R™), con i = 1,2 entonces
—fi=fo—go € L'(R") N L*(R")

podemos ver que las dos definiciones de la TF coinciden sobre L'(R™) N L?(R"), luego

g — fir=Ffa— g

fitfo=01+ g
Observemos que f € LP(R™) con 1 < p < 2 se puede descomponer en suma de dos funciones, una en
L'(R™) y otra en L?*(R™).Una manera de hacerlo es la siguiente:

Sea f € LP(R™), el conjunto F = {x : |f(z)| > 1} tiene medida finita, por que de no ser asi la integral
de |f|P seria infinita. Luego definimos

) flx) sizeFE
f1<x>_{o sz E
) f(x) siz¢ FE
fQ(”T)_{O sizel

donde f = f; + f5 luego

[ n@iae= [@iaes ([ 1s0r) " o)

utilizando la desigualdad de Holder, luego f; € L'(R™)
fe)do= [ f@fde< [ (f@P s <o
R™ Ee Ee

ya que |f(z)| < 1 en Ey por lo tanto | f(2)]* < |f(x)[?, luego f € L2(R™).

Por lo tanto podemos definir f = fi + f» donde f; € LY(R") y f, € L2(R") y la definicion no depende
de la descomposicion. Luego la TF esta bien definida sobre L'(R™) + L*(R").

Sabemos que LP C L' + L% con 1 < p < 2, se sigue que la TF esta definida para todo f € LP(R")
con 1 <p<2.

El problema de inversion de la TF, para estos casos, puede ser visto en término de la medida de Abel
o de la medida de Gauss.
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Teorema 3.4.1. Si f € L'(R") y g € LP(R") con 1 < p <2 entonces h= fxge LP(R") y h = f§
para casi todo punto x € R™.

Aunque la definicion solo nos dice que la transformada estd en L'+ L2, en realidad existe un resultado
2 . . P , /
mas preciso, que dice que f estd en LP, con i + ]% =1

Teorema 3.4.2. de Hausdorff- Young Si f € LP con 1 < p < 2 entonces f e L* donde %—l—}% =1

Hpr/ < Hpr Vf e LP(]Rn)

Para poder realizar la demostracion de este teorema de manera mas sencilla debemos enunciar un
teorema de interpolacion.

Teorema 3.4.3. de Interpolaciéon de Riez-Thorin Sean 1 < pg,p1,qo,q1 < 00, con 0 <t <1y
p,q tal que

1_1—15 t
p Do b1
1_1—t t
q qo q1

st T es un operador lineal de LP° 4+ LP* — L% + L% tal que

1Tl < Mol fll,, VI € LR

y ademas
ITfllg, < My, VS e L(R")

entonces

ITfll, < M~ M| fIl, Vf e LP(R")
Con este resultado demostraremos el teorema de Hausdorff-Young.

Demostracion. teorema de Hausdorfl-Young
sabiamos que

FiL'— L™
fr f
tal que ||| < I/]L
FL* —» L™
fe f
luego por el teorema de Plancherel HfHB = || fll ;2

A4 i . e t __ t
Ademas para todo 1 < p < 2 puede escribirse: =Tt = I—5con0<t<l.
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_ 1 _ 1
l-1-1

También%—l—%:%—p ’
Por lo tanto por el teorema de interpolacién de Reiz-Thorin se tiene que:

F :LP(R") — LP (R")
| < s, vrezr@
[l

Ahora estamos en condiciones de afirmar que es posible definir la TF para funciones en L'+ L*(R"™)
y para funciones en LP(R™), con 1 < p < 2 gozando de todos los beneficios y propiedades descriptos
en el espacio L'(R™).

Pero no es posible hacerlo en LP, si p > 2 tan facilmente. De hecho no toda funcién en LP se le puede
asignar una transformada de Fourier que sea una funcion, por lo tanto la definicién debera trabajar
con objetos mas generales que las funciones que son las llamadas distribuciones.

Para ilustrar esta tltima afirmacion, supongamos que si existe f € LP(R") (para algin p > 2), cuya
TF, como una distribucion, fuera una funciéon; por el teorema de grafico cerrado se tendria que es
valida la siguiente desigualdad

/lr|31

Veamos que esto no se cumple para f € LP(R™) tomandon =1y f(x) =
que por los teoremas antes demostrados tenemos que

f@)|dz < Alfl, vf e DR (3.11)

o—2ma?(1+i6)

V14id

~

Fa) = et

[
im=(f

Si tomamos § tendiendo a infinito claramente se contradice la desigualdad (3.11)) para p > 2.

pero

f(x)) dr = Ay

. p\ /P
ﬂ%) dz < A%/ =D

3.5. Conclusion

Revisamos propiedades y resultados de la TF y su inversa, que nos serviran para abordar una reso-
lucion sencilla de las EDP en problemas con dominios no acotados. Se pudo observar las condiciones
que deben cumplir f y f para que ffl(f) = f en cada espacio en la que se pudo definir la TF.(por
ejemplo observacion [3.2.9).

Se pudo convertir f en una funcién continua para més detalles ver observacion [3.2.7]

En L? se mostré que toda funcién f y su transformada f, se la puede aproximar mediante una su-
cesion de funciones que se anulan fuera de un intervalo acotado.

Finalmente para poder extender la transformada de Fourier en LP con p > 2 vemos la necesidad de
trabajar con objetos matematicos mas generales como las distribuciones, tema que abordaremos en
el proximo capitulo.
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Capitulo 4

Distribuciones y Funciones de Test

4.1. Introduccion a la Teoria de las Distribuciones

La teoria de las distribuciones nos posibilita el deseo de derivar, en algin sentido, funciones que no son
derivables. Para conseguirlo, el objetivo es extender el calculo de las clases de funciones diferenciables
a una nueva clase de objetos, las distribuciones.

Debemos empezar a ver a las funciones de manera distinta y no como correspondencia entre dos
conjuntos. En concreto, si f : R — C es localmente integrable, esto es, f es medible e integrable
en cada subconjunto compacto de R, podemos ver a f como una funcional lineal que lleva a cada
funcién ¢ en el escalar fR f ¢, para una conveniente clase de funciones ¢ (funciones de test). A ésta
clase de funciones la llamamos D(R), que es el espacio de funciones indefinidamente derivables con
soporte compacto. Con lo cual podemos ver a f como una funcional lineal bien definida en D(R).
Por otro lado D(R) es un subespacio denso en C.(R) el espacio de las funciones continuas de soporte
compacto con la norma uniforme, con lo que el valor del funcional que define f determina la funciéon
f salvo un conjunto de medida nula.

Si ademas f € C°(R) tenemos, gracias a la formula de integracion por partes y teniendo en cuenta
la compacidad del soporte de ¢ que:

/Rf’cbz —/qub’ v € D(R)

Observando que el segundo miembro de la igualdad tiene sentido aunque f no sea derivable y que nos
proporcionan funcionales lineales en D(R), podemos entender, que para f localmente integrables, la
derivada k-ésima de f ha de venir dada por la funcional lineal en D(R) definida por ¢ — (—1)F [, foF,
donde ¢* denota la derivada k-ésima de la funcion ¢.

Las distribuciones (es la clase de objetos méas amplio que el de las funciones diferenciables) van a ser
los funcionales lineales en D(R) que sean continuas para cierta topologia, por supuesto localmente
convexa y separable, en D(R). Asi, si A es una distribucion, su derivada deberia ser igual a:

N(¢) = —A(¢)

Esta somera introduccion son los pasos a seguir, que nos da pie a la presentaciéon de definiciones
formales.
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Observacién 4.1.1. Para poder abordar el estudio de las Distribuciones de manera més soélida
necesitaremos conceptos y resultados del analisis funcional, por lo cual dejaremos teoremas y propo-
siciones sin demostracion. So6lo demostraremos aquellos que sean relevantes para el presente trabajo.

Definiciéon 4.1.1. Espacio de Fréchet Un espacio de Fréchet es un espacio localmente convexo
metrizable y completo.

En adelante n es un nimero natural fijo y 2 un abierto de R™. Sea K una sucesion de compactos
cuya union recubre ) y tal que Ky esté contenido en el interior de K1, diremos que Ky es una
sucesion exhaustiva de compactos. Consideremos C'*°(€2), el espacio de funciones de clase C*° en (2
con valores complejos, cuya topologia es la asociada a la familia de seminormas { Py : N € N} dada
por:

Definicién 4.1.2. Definimos la seminorma como, Py(f) = maz{|D*f(x)| : x € Ky, |o| < N} para
todo f € C*(Q) donde { K} es cualquier sucesion exhaustiva de compactos de ).

a=(ay,...,a,) € (NU{O})"
es un multi indice, |a| = a1+ ...+ ay,

9°(f)

DU = oxa - oxan

(1) Vo €Q, feC=(Q)

Se puede probar que C*°(2) es compacto, con lo cual es un espacio de Fréchet. Recordemos que
{fn} — f € C®) cuando {D*f,} — D*f uniformemente en cada compacto de € para todo multi
indice a. Por el teorema de Ascoli-Arzela, destacamos la siguiente propiedad del espacio C*(Q2), de
donde se puede deducir que dicho espacio no es localmente acotado y, por tanto, no normable, en
virtud del criterio de normabilidad de Kolmogorov.

Definicién 4.1.3. Conjunto Equilibrado Sea E un K-espacio vectorial y sea A C E. Se dice que
A es un conjunto equilibrado si para todo A € K con |A| <1 se tiene que AA C A.

Teorema 4.1.1. El espacio C*>(Q)) tiene la propiedad de Heine-Borel, esto es, todo subconjunto
cerrado y acotado de C(Q)) es compacto.

Definicién 4.1.4. Sea K un subconjunto compacto de Q(K # ¢). Donde D(K) es el subespacio de
C*>(Q) formados por las funciones que se anulan en O\ K.

D(K) es un subespacio cerrado C*(£2). Dado que la familia de seminormas { Py : N € N} es creciente
(podemos prescindir de un numero finito de ellas sin que esto afecte a la topologia asociada), luego
tomando N suficientemente grande (K C Ky) tenemos:

Px(f) =maz{|D“f(z)| .z € K,|a| < N}, Vf € D(K)

la topologia inducida por C*°(2) en D(K) coincide con la asociada a la sucesion de normas {|| || :
N € N} en D(K) dada por:

| flly = max{|Df(z)| : 2 € K,|a| < N}, VfeD(K), NeN

En adelante, D(K) portara siempre la topologia Tx asociada a dicha sucesion de normas.
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Observacion 4.1.2. El espacio D(K) y la topologia Tx no dependen del abierto €. De hecho
podriamos haber tomado 2 = R".

Enunciaremos algunas propiedades de D(K), consecuencia de ser cerrado en C'*(€2).

Teorema 4.1.2. Si K es un subconjunto compacto de R", el espacio D(K) es un espacio de Fréchet
con la propiedad de Heine-Borel. Si H es otro compacto de R™ con K C H entonces Ty induce en
D(K) la topologia T (K) y D(K) es un subespacio cerrado de D(H).

El espacio que realmente nos interesa es el siguiente.

Definicién 4.1.5. Una funcion de test en  es una funcion f € C*(Q2) de soporte compacto, es
decir, tal que f € D(K) para algin compacto K C .
Denotamos D(£2) al espacio de las funciones de test en {2 que ademas verifican:

N=1
donde { K} es cualquier exhaucion de compactos en €.

Ahora presentemos la topologia de D(2). Observemos que las normas || || yutilizadas para D(K)
siguen teniendo sentido para D({2) y generan, por tanto, una topologia localmente convexa metrizable
en D(£2). El problema es que dicha topologia no es completa ya que D(€2) es de primera categoria en
si mismo.

Fue L. Schuwartz, padre de la teoria de las distribuciones, quien ideé la topologia apropiada del
espacio D(2), que pasamos a definir.

Definicién 4.1.6. La familia de subconjuntos:
B={W e€D(Q): W es convexo, equilibrado y W ND(K) € Tk para todo compacto K C Q}

es una base de entornos de cero para una topologia localmente convexa y separable T en D(2).
Ademas T es la familia de todas las uniones de conjuntos de la forma ¢ + W donde ¢ € D(QQ) y
W e B.

En adelante cualquier referencia topologica al espacio D(£2) se entendera respecto de la topologia 7.

Observacion 4.1.3. Si en la definicién de B sustituimos los compactos de €2 por una sucesion
exhaustiva de compactos en 2 obtenemos la misma topologia en D(S2).

A continuaciéon daremos algunas propiedades importantes del espacio D(€2).
Teorema 4.1.3. 1. Un conjunto convezo y equilibrado V € D(Q) es abierto si y sdlo si V € B.

2. La topologia Tk de todo D(K) C D(Q2) coincide con la topologia de subespacio de D(K) heredada
de D(2).

3. Si A€ D(Q) es acotado entonces ezisten K € Q compacto y una sucesion { My} C R tales que
ACD(K) y
lélly < My Vo€ A NEN
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4. D(Q) tiene la propiedad de Hiene-Borel.

5. Si{¢n} C D(Q) es una sucesion de Cauchy, entonces existe K C 2 compacto tal que {¢,} C
D(K) verifican
lim ||¢p — |y =0, NeN
n,Mm—00

6. Si {on} C D(Q) es una sucesion con limite cero, entonces existe K C Q compacto que con-
tiene al soporte de las funciones {¢,} y para todo multi indice « la sucesion {D*¢p,} — 0
uniformemente.

De las propiedades anteriores se desprende la completitud secuencial del espacio de las funciones
Test. Pasemos ahora a la completitud de dicho espacio.
También podemos definir de una manera equivalente una topologia utilizando un sistema de filtros.

Definicién 4.1.7. Una familia F de subconjuntos de {2 se dice que es un filtro, si se verifican las
siguientes propiedades:

1. AC Qcon F C A para algtin F € F entonces A € F.
2. Si Fy, F5 € F entonces F1 N Fy € F.

3. El conjunto vacio no pertenece a F.

Definicién 4.1.8. Una familia B’ de subconjuntos de €2 se dice que es una base de filtros, si se
verifican las siguientes propiedades:

1. Si By, By € B, existe B € B’ tal que B C B; N Bs.
2. El conjunto vacié no pertenece a B'.

Si B’ es una base de filtros, la familia
F={FcQ:dBe B ,BCF}
es un filtro,que llamaremos filtro generado por B'.

Definicién 4.1.9. Sea E un espacio vectorial topologico (EVT)y M un subconjunto de él. Un filtro
F en M se dice que es de Cauchy si para todo entorno de cero U en E existe F' € F tal que
F — F C Ufes decir, si x, y € I entonces x —y € U).

Primero una observacion evidente; si F es un filtro en un EVT y U es el filtro de entornos de cero,
entonces

F+U={F+U:FeFUecl}

es una base de filtros; si F es de Cauchy también lo es F + U, por la continuidad de la suma; si
F + U converge, también converge F, ya que F +U C F.

Teorema 4.1.4. Sea { Ky} una sucesion ezhaustiva de compactos en Q y F un filtro de Cauchy en
D(Q). Existe un nimero natural N tal que

(F+U)ND(Ky) #0, ¥neN

para cualquier F' € F y cualquier entorno de cero U € D(1).
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Corolario 4.1.5. El espacio (D(2),T) es completo.

Observaciéon 4.1.4. Gracias al teorema de Baire obtenemos, en particular, la no metrizabilidad del
espacio de las funciones de Test, por ser completo y de primera categoria en si mismo (para ello basta
la completitud secuencial).

Del teorema (4.1.3) y de la metrizabilidad del espacio D(K') veamos algunas caracteristicas de la
continuidad de las aplicaciones lineales que salen de D(€2).

Teorema 4.1.6. Caracterizacion de las aplicaciones lineales en D(S2). Sea Y un espacio
localmente conezo, separable y T : D(Q2) — Y una aplicacion lineal. Entonces son equivalentes:

1. T es continua.

2. T es acotada (transforma acotado en acotados).

3. T es secuencialmente continua.

4. Para cada K C D(Y) compacto, la restriccion de T  al espacio D(K) es continua.

Corolario 4.1.7. Todo operador diferencial D* es una aplicacion lineal y continua de D(S2) en si
mismo.

Ya estamos en condiciones de dar nombre a los elementos del dual del espacio de las funciones Test.

Definicion 4.1.10. Una distribucion en € es una funcional lineal y continua en D(S2). Denotamos
D'(2) el espacio de las distribuciones en €2, es decir el dual topologico de D(2).

De la caracterizaciéon de la continuidad de las aplicaciones lineales en el espacio de las funciones de
Test, nos permite hacer lo propio con las distribuciones.

Corolario 4.1.8. Sea A un funcional lineal de D, entonces son equivalentes:
1. A es una distribucion.

2. Para cada K C 2 compacto existen N € N y C' € R tales que:
IA@) < Cli¢lly Vo € D(K)

Ejemplo 4.1.1. funciones. Sea ¢ una funcion localmente integrables en (2, es decir, ¢ :  — C es
una funcién medible Lebesgue y se tiene fK lp| dA < oo para cualquier compacto K C €2, donde A es

la medida de Lebesgue en R™.
Para f € D(Q) se tiene fo € L'()), luego podemos definir un funcional lineal A, en D(£2) por

Au(f) = /Q fed\ (f € D))

Para K compacto y f € D(K) se tiene

a0l ([ 1aan) il

luego A, € D'(€2). En particular, a cada ¢ € C(€2) hemos asociado una distribucion A,.
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Ejemplo 4.1.2. Medida. Generalizando lo definido en el ejemplo (4.1.1). Concretamente para el
caso que ¢ € L'(Q). Sea u € M (), una medida de Borel compleja en 2 y definimos

ML) = / fdu (f € D)

luego
(A (D < el (D NFII (F € D))

con lo cual A, € D'(12).
Como caso particular, se obtiene la distribucién que se denomina la medida 0., delta de Dirac en
x, dada por d,(¢) = ¢(x) para cada ¢ € D(Q).

Ejemplo 4.1.3. Sea () = R y supongamos
A(f) = f(0) (f € D(R))
es inmediato que A € D'(R), A no es una funciéon ni tampoco una medida.

Definicién 4.1.11. Sea A € D'(Q2) y o un multi indice. Se define la distribucién derivada a-ésima
de A denotada por DA como

(D*A)(¢) = (—1)*IA(D*¢) V¢ € D(Q) (4.1)

Si f es una funciéon localmente integrable en (), se define la distribucién o« — sima de f me-
diante D®f = D*Af, también conocida como derivada en sentido de una distribucién de f. Se pide
comprobar que la igualdad (4.1 define una distribucion en €.

Si f es una funcion localmente integrable y la derivada D®f existe en sentido ordinario tenemos
entonces dos posibles definiciones para dicha derivada: Apey y D%Ay. La formula de integracion por
partes nos da la igualdad de ambas si f tiene derivadas parciales continuas de todos los 6rdenes hasta
el orden |«|. En caso contrario, hay que exigir la continuidad absoluta de la funcion f.

El teorema de cierre Steinhaus, nos proporciona la posibilidad de derivar término a término en una
sucesion de distribuciones.

Corolario 4.1.9. Sea {A,} una sucesion de distribuciones en Q y supongamos que para cada ¢ €
D(Q) existe el limite
Jim A, (6) = A(9)

entonces N € D'(2) y la sucesion {D*A,,} converge a D*A para cada multi indice o, en el espacio
de las distribuciones.

Para finalizar este tema partiremos de la convolucion de funciones para definir después la convolucién
de una distribucion y una funciéon de clase C°.

Definicién 4.1.12. Si u es una funciéon compleja definida en R” y x € R", definimos la funciéon 7,u
y @ mediante:



Para dos funciones complejas u y v definidas en R”, en el sentido de Lebesgue. Segin la notacion
anterior, la convolucion se puede escribir

(e )) = [ ulw)nd) @y v € R
definimos entonces
(ux* ¢)(z) = u(r,0) Yz € R", u € D'(R"), ¢ € D(R")

va que [(r,u)v = [u(r_,v) se verifica para funciones u, v se define la traslacion 7,u para u € D'(R™)
mediante

(T2u)(9) = u(1-2¢) Vo € D(Q), x € R"

la convolucion es siempre una funcion, finalmente daremos algunas propiedades que son muy utiliza-
das en multiples aplicaciones, como la més caracteristicas digamos que la convoluciéon conmuta con
las traslaciones y derivaciones y el efecto regularizador de la misma.

Teorema 4.1.10. Sea u una distribucion en R™ y ¢, € D(R"™) entonces:
1. Tp(ux* @) = (T,u) * ¢ = u* (1,0) Vo € R".
2. ux g € C°(R™) y D*(ux* @) =ux (D) para todo multiindice c.
3. ux(p*1) = (uxd)*.

4.2. La TF y el Espacio de las Distribuciones Temperadas

En esta seccion queremos extender la definicion de la Transformas de Fourier al espacio de las
distribuciones mas concretamente el espacio de las distribuciones temperadas.
Empecemos por considerar el espacio C°(R"), dado K C R", con K compacto definimos:

C(K) = {u € C™(R")/sop(u) C K}
CP(R™) = U{COO(K), K CR" con K compacto}
Ahora veamos cuando una sucesion de funcionales en C2°(R™) convergen en éste espacio.
Definicion 4.2.1. Sea u; € C°(R") y sea la sucesion {u;};>1 converge a ug € C2°(R") si y solo si
1. Existe K C R" compacto tal que sop(u;) C K, Vj > 1.
2. Va € No(R™), se tiene que D(u;) converge uniformemente a D®(u,) cuando j tiende a oo.
Definicion 4.2.2. Una funcional lineal y continua 7" : C2°(R™) — R es una distribucion, denotamos
D'(R™) ={T : C*(R") = R: T es una distribucion}

al espacio de todas las distribuciones.
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Observaciéon 4.2.1. Definiendo la topologia apropiada para C°(R") compatible con la definicion
y denotando al conjunto D(R™) al conjunto C2°(R™) junto con la la topologia adecuada (La
inducida por la familia de seminormas) luego una sucesion (u;);>; definida en este espacio topologico
convergera a ug si y solo si lo hace en C2°(R") en el sentido de la definicion (4.2.1)). La idea basica
es considerar funcionales lineales en un espacio de funciones regulares, las llamadas funciones Test.
En este espacio se comportan bien: la diferenciacion, la transformada de Fourier, la convolucion, la
traslacion, la dilatacion, etc.

Definamos el soporte de una distribucion 7' € D'(R").

Definicion 4.2.3. El soporte de una distribucion 7' € D'(R™) es el menor conjunto cerrado X C R”
tal que, si u € D(R™) y sop(u) C K€ entonces (T, u) = 0.

Definicién 4.2.4. Sea S(R"), la coleccion de funciones u € C**(R") y tal que sup, |z*Du(z)| < oo
para todo «, 8 € Nj.
S(R™) se llama el espacio de Schwartz o el espacio de las funciones Test.

Observacion 4.2.2. » S(R™) es un conjunto no vacio, pues la familia de funciones @, (z) =
—alz|?

e pertenecen a S(R™)

» Las funciones en S(R™) son rapidamente decrecientes (en el sentido de que ella y todas sus
derivadas decrecen mas rapido que la inversa de cualquier polinomio).

» Sean CP(R™) y CP(R™) = {u € C>®: lim u(x) = 0} tenemos entonces que

|z| =00
CZ(R") € S(R") € Cg*(R™) € C*(R")
» Para cada o, € Nj definimos la seminorma, p, s(u) = sup, |xO‘D5u(x)}, luego S(R™) es un

espacio vectorial topologico.
Siu € S(R™) tendremos que p, s(u) < oo, para todo «, § € Nj.

Definicién 4.2.5. Una sucesion (u;);>; en S(R") converge en S(R™) a ug si y solo si pa,g(u;—ug) — 0
cuando j — oo para todo «, 5 € Nj.

Definicién 4.2.6. Una funcional lineal 7" sobre S(R™) es continua si 7'(u;) — 0 cuando j — oo cada
vez que u; — 0 siempre que j — oo en S(R™).

Ahora podemos definir el espacio de las funciones temperadas
Definicién 4.2.7. Una funcional lineal y continua sobre S(R") se llama distribucién temperada.

La clase formada por todas las distribuciones temperadas se denota S’(R™).
A continuacion vemos el teorema que nos dice cuando una funcional sobre S(R™) es continua.

Teorema 4.2.1. Una funcional lineal T' sobre S(R™) es continua si y sdlo si existe ¢ >0 ym € Ny
tal que:

|<T’ u>| <c Z paﬁ(u) Vu € S(Rn>

|a],|B]<m
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Podemos enunciar las siguientes observaciones.
Observacién 4.2.3. 1. Si u € S'(R") entonces se tiene que u [pe D'(R™).

2. En general no es cierto que dada una distribuciéon se le puede extender a una distribucion
temperada.

3. Toda distribucién de soporte compacto es una distribucion temperada.
4. D(R") es denso en el espacio S(R™).

5. Sea (T);>1 una sucesion en §'(R"). Para cada u € S(R") se tiene que ((T'u;, u));., es conver-
gente si y solo si existe T € S'(R") tal que -

lim (T}, u) = (T,u) Yue S(R")

Jj—00

6. Cualquier f € LP(R") con 1 < p < oo se identifica con una distribucion temperada Ty definida
por

(Ty,u) = . f(z)u(x)dz con u e S(R")

Finalmente veamos la Transformada de Fourier en el espacio de Schwartz S(R").

Para un polinomio p(z) = > _ a,x®* con a € N} y a, € R tomamos el operador diferencial asociado
a D es decir P(D) =), a,D"

Si tomamos u € S(R™) y p(z)u(z), podemos considerar P(D)u(z) € S(R") C L'(R"). Tenemos el
siguiente lema.

Lema 4.2.2. Sea u € S(R™) y P un polinomio, se tiene que:

—

1. P(D)u(§) = P(2mi&)u(§).

2. [P(D)i)(€) = P(=2mix)u(x)(8).

Teorema 4.2.3. La aplicacion

Es una biyeccion continua.

Demostracion. Sea u € S(R™) y con «, 5 € Ny, por lo tanto por el teorema anterior item 2) tenemos
que:

—

(2mi€)* DPa(€) = (2mi€)[(—2miz)Pu(x)](€)
y por el mismo lema item 1) obtenemos,

—

(2mi§)*Du(€) = [Dg ((—2miz) u(=))](8)

luego
Pas(t) = sup € DPi(x)] < Cop || D[(—2riz) |
13
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se tiene que 4 € S(R"), luego F esté bien definida.
Por otro lado, sabemos que las aplicaciones
S(R") — S(R")
u — D2((—2miz) u(x))]
y S(R") = LY(R")

son continuas, tenemos que la aplicacién
F:SR") — S(R™)

~

Uur—u

es continua también.
Ahora veamos que la funcion F es biyectiva por el teorema de inversion, si f, f € L'(R") luego existe

fa) = [ Ftermietat

en casi todo punto de z.
Como u, & € S C L*(R™) entonces se debe cumplir

FloF(u)=u
y
FoF 'u)=u
donde
FH@)(€) = F(u) (=€)
luego
F:SR") — S(R™)
u— U
resulta ser una aplicacion biyectiva. O]

Ahora definimos:

Definicién 4.2.8. Dada una distribucion 7" € §’'(R") definimos su transformada de Fourier T como
<T, u> — (T, 4) Yue SR

Por el teorema anterior, se tiene que

T:SR") —R6C
ur— (T, 0)
es continua y por lo tanto T’ € S'(R™)

Observacion 4.2.4. Dado a € N} se tiene que:
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—

1. D*(T) = (2miz)*T, VT € S'(R™).
2. DT = [(—2niz)eT], VT € S'(R").
Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.1. Sean a € R" y u € S(R") entonces

(Bt} = (Bun) = ifa) = / () e Yu € S(R)

luego se tiene que §, = e~2ma®

Observacion 4.2.5. Puesto que el operador F : S(R™) — S(R") es sobreyectivo y como S(R™)es
denso en L%*(R™), entonces se tiene que F : L*(R") — L?(R") es también sobreyectivo.

Concluimos este capitulo con el siguiente teorema.

Teorema 4.2.4. La transformada de Fourier es una aplicacion lineal, biyectiva y continua de S'(R™)
en S'(R™) con inversa continua.

Sabemos que LP(R™) C S'(R"), o sea que toda funcion f € LP(R") con 1 < p < oo, define una
distribuciéon en S’(R™).

En consecuencia tiene sentido f € S'(R™).

Si para R > 0 se tiene que fr(z) = xp(o,r)(z)f(x). Entonces I%Erolo fr(z) = f(z) en S'(R™) y por el

teorema anterior tenemos que P}l’m fr(z) = f(z) en S'(R™).
—00
Como cada fr(r) € L'(R"), definimos

f(€) = lim e~ 2T f(1)dx en S'(R™)
R—o0 B(0,R)

4.3. Conclusion

Extendimos la definicion de funcién a una distribucién de manera que se pueda definir la derivada de
una distribucién usando la derivabilidad de una funcién conocida. Esto nos permite derivar funciones
que en el sentido clasico no son derivables, por ejemplo las funciones que no son continuas.
Podemos decir que una funciéon f es derivable en sentido amplio aplicando lo siguiente

(o) = (1, ¢)

Se defini6 funciones temperadas.

Se introdujo la definicion de la TF al espacio de funciones temperadas y se demostr6 que dicha
aplicacion es sobreyectiva en este espacio. Ademas como S(R™) es denso en L*(R™) es importante la
observaciéon 4.2.51

Con estos nuevos conceptos debilitamos la convergencia en el e.v.t, ya no hablamos de convergencia
uniforme ni de convergencia puntual sino de convergencia mediante el producto escalar ver item 5 de
la observacion [4.2.3] ni tampoco susecionalmente continua implica continuidad como en los espacio
métricos y espacios normables.

80



Capitulo 5

La Transformada de Fourier Aplicada a
problemas de contornos no acotados

5.1. Aplicaciones de la transformada de Fourier a las EDP

En este capitulo nos ocuparemos de una de las herramientas mas utilizadas para resolver problemas
procedentes de campos tan distintos como pueden ser la Teoria de Circuitos, la Elasticidad Lineal,
la Transmision de Calor o la Propagacion de Ondas. Nos referimos a la Transformada de Fourier(F).
La idea basica del uso de las transformadas integrales (no solo de Fourier sino de otras transformadas
como la de Laplace, la de Hilbert, la de Hankel, la de Mellin o la transformada Zeta) consiste en
lo siguiente: supongamos que estamos estudiando un determinado fenémeno fisico que describimos
por medio de un modelo matemético. Dicho modelo estara formado por una o varias ecuaciones di-
ferenciales (ordinarias o en derivadas parciales) con sus correspondientes condiciones iniciales y /o de
contorno. El problema consiste en resolver dicho modelo matematico, es decir, resolver una ecuaciéon
diferencial. Es ahora cuando intervienen las transformadas integrales, en particular la transformada
de Fourier, para transformar dicha ecuacion diferencial en otra ecuacion (algebraica o también di-
ferencial), la cual va a resultar mas facil de resolver que la ecuacion diferencial de partida. De esta
forma transformamos nuestro problema original complicado en un problema més sencillo. Resolvemos
el problema transformado y luego calculamos la transformada inversa de la solucion del problema
transformado bajo la suposicion, claro esta, de que esta solucion inversamente transformada sea la
solucion de nuestro problema original. En bastantes casos, esta suposicion se convierte en realidad y
conseguimos, por este procedimiento, resolver nuestro problema original. Esquematicamente, lo que
estamos diciendo se puede ver en la figura (5.1).

La transformada de Fourier esta especialmente indicada para resolver EDP donde el dominio espacial
es todo R (dominios no acotados). Consideremos, por ejemplo, el problema de difusion del calor(PC')
en un alambre infinito, supuesta conocida la temperatura inicial en cada punto

(PC) u(z,t) — Uuge(z,t) =0 x €R, t >0 Ec. de Calor
u(z,0) = f(x) reR Condicién inicial

Supondremos que todas las funciones que aparecen, verifican las hipotesis necesarias para que tengan
sentido los calculos que vamos a llevar a cabo.
Si recordamos el teorema ([3.2.7]), tomando n = 1 podemos enunciar la siguiente proposicion.
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. - o i
Problema Original Problema Transformado

Solucion del Solucion del
Problema Transformado

Problema Original

Figura 5.1: Esquema practico.

Proposicion 5.1.1. Sea f € C*(R), con f € L'(R) entonces

F(f) = 2miaF(f)

F(f") = —Ar’*F(f)

F(r) = @miz)"F(f)
La demostracion es sencilla utilizando el teorema antes mencionado junto al método de inducciéon
sobre el orden de derivacion de f.

Volviendo al problema de de difusion del calor (PC), aplicamos la transformada de Fourier respecto
de la variable x, llamando

U(gt) = / u(z,t)e ™ dy
R
y utilizando la proposicion (5.1.1)), se obtiene

Ui(6,t) — (—Am2)U(E 1) =0 EE€R, t>0

v {U(& 0) = F()(E) EcR

Fijado &, la EDP anterior podemos resolverla como una EDO lineal de primer orden, por métodos
va conocidos (separacion de variables), por lo que integrando resulta

U 1) = Ce'me

Para poder determinar la constante C' utilizamos las condiciones iniciales C' = U(&,0) = Cle1m°€%0 —
F(f)(£), luego la solucion (PVI) esta dado por

U(E,t) = F(f)(€)e
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Queremos ahora aplicar transformada inversa tomando ¢ constante y obtener la solucion del problema

(PC).
u( t) = / f(e)e et amint ge
R

Otra forma de expresar la solucion del (PC) es usando la definicion del producto convolucion del

~

capitulo 3 y en virtud del teorema (3.2.4) (f*xgf=fx*g
tomamos §(€) = e *7¢*t € S(R) con t constante y por el corolario (3.2.19) luego

OGRS =
se sigue
e t) = f(o)x =e = <= [ e -pe = o= [ e T ay
Vart Virt Jr Virt Jr
La funciéon X .
E(l’,t): e 4t

At

es el ntcleo gaussiano descripto en el capitulo 3, que juega un papel destacado a la hora de resolver
la Ec. del Calor (de hecho, se le suele llamar por ello solucién fundamental de la Ec. del Calor).
Consideremos ahora el siguiente problema eliptico en un semiplano

(PD) Uyy (T, Y) + Uz (z,y) =0 x €R, y >0 Ec. de Laplace
u(z,0) = f(x) reR Condiciéon de contorno

La primera observacion es que si u(x,y) es una solucion de este problema, entonces u(x,y) + Cy
también lo es para cualquier valor de C' € R. Con el fin de quedarnos con una tnica soluciéon, vamos
a determinar aquella que esta acotada cuando y — +o00. De nuevo, vamos a suponer que estamos en
condiciones de poder llevar a cabo todos los calculos que siguen.

Aplicando transformada de Fourier respecto de la variable x, llamando

U(¢,y) = /R u(a,y)e " dz

y utilizando la proposicion (5.1.1]), sobre la transformada de la derivada segunda respecto de z, se
obtiene como antes

U(¢,0) = F()(E) {eR

Fijado &, la EDP anterior podemos resolverla como si fuera una EDO lineal de segundo orden, por
lo que integrando se llega a

{Uyy@,y) —4mRU(E,y) =0 EER, y>0

Ulé,y) = Cle|27r£|y + 6267\27r§|y

donde ¢; , ¢y son constantes arbitrarias. Como queremos que u(x,y) esté acotada cuando y — oo,
también debe estarlo U(&,y), luego ¢; = 0. Por otro lado, utilizando la condicién inicial, concluimos
que c2(§) = U(&,0) = F(f)(€), por lo que finalmente

U(E,y) = F(f)(g)e el
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Ahora aplicamos transformada inversa tomando y constante y obtenemos la solucién del problema
(PD).

ule,y) = / F()eretvaming ¢

De manera similar al que se realizo con el problema (PC') expresemos el resultado utilizando el
producto convolucion (respecto de la variable z).

Tomamos §(&) = e ?™¢I¥ con y constante , por el corolario (3.2.19) luego

f_l(§)<f) = Cnﬁ

se sigue
Y Y
e n~— & — Cp, — —d
u(x,y) f(x>*cy2+$2 c /Rf(x Z)22+y2 Z
La funciéon
P =Ch—5—7>
(z,y) =c e

es el nicleo de Poisson descripto en el capitulo 3.

5.2. La Delta de Dirac

En general, las magnitudes fisicas tienen una naturaleza distribuida, es decir, estan definidas sobre
un cierto dominio espacial 6 en cada instante de un cierto intervalo temporal. Esta regla tiene
excepciones: existen sistemas con parametros, acciones o condiciones iniciales que estan localizados
en partes muy reducidas (casi puntuales) del dominio. Por ejemplo, una carga concentrada en una
seccion muy pequena de una viga o una fuente térmica localizada en una zona también muy pequena.
Existen también procesos en los que se ejercen acciones con valores significativos dnicamente en
intervalos de tiempo muy cortos, como fuerzas producidas por impactos y aportaciones de calor u
otras magnitudes en forma impulsiva (chispazos, destellos, etc). Surge asi la necesidad de representar
en un mismo esquema tanto variables distribuidas en el espacio y el tiempo como concentradas
inicamente en puntos o instantes de tiempo especificos. Pensemos, por ejemplo, en la accién de una
fuerza instantdnea. Supongamos que un cuerpo de masa unidad, en reposo en el instante inicial t = 0,
experimenta la acciéon de una fuerza impulsiva en un instante ¢ty > 0, que le comunica una velocidad
v = 1, después de lo cual la accion de la fuerza termina. Nos interesa determinar la fuerza F'(t) que
actud sobre el cuerpo en el instante t. Segin la Segunda Ley de Newton, si a(t) designa la aceleracion
del cuerpo en el instante ¢

F(t) = a(t) (5.1)
En este caso,
a(t) = 00 si.t =ty
0 s1t 7é to

dado que la velocidad del cuerpo es constante todo el tiempo, salvo en t = ¢y, donde pasa de valer 0
a valer 1 instantaneamente. Desde el punto de vista clasico, es evidente que la expresion que resulta
no tiene sentido matemaético, ya que no existe una funciéon de ¢ asi definida.
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Adn mas, si integramos formalmente la expresion (5.1)) entre 0 y 7 > to, teniendo en cuenta que la
aceleracion es la derivada de la velocidad, resulta que

/T F(tydt = v(t) — v(0) = 1

donde v(t) designa la velocidad del cuerpo en el instante ¢. De nuevo, es facil darse cuenta que la
igualdad anterior no tiene sentido clasico: como F'(t) = 0 cuando t # t¢, la integral que figura en el
término de la izquierda es igual a cero, mientras que el segundo miembro no lo es. A partir de los
razonamientos fisicos, cabria esperar que dichas igualdades tuvieran algin sentido. Estas aparentes
contradicciones se pueden superar mediante una nueva nocién matematica: las distribuciones o fun-
ciones generalizadas.

Sin duda, la distribuciéon mas conocida es la Delta de Dirac. Este ente matematico fue manejado con
gran habilidad por Oliver Heaviside a finales del siglo XIX y ha sido usado por los fisicos desde 1920.
En particular, fue utilizado sistematicamente por el fisico teorico inglés Paul A. M. Dirac en su libro
Principros de Mecanica Cudntica, obteniendo muchas de las propiedades que veremos més adelante.
Dirac gano el Premio Nobel en 1933 por su trabajo sobre la formulacién tedrica de la mecanica cuan-
tica. Pero, para los matematicos la Delta de Dirac era una monstruosidad: Heaviside fue atacado y
muchos de sus trabajos no fueron aceptados para su publicacién por los editores de revistas alegando
falta de rigor matematico, a lo que él respondia:;Deberia renunciar a mi cena porque no entiendo
completamente el proceso de la digestién?. Entre 1945 y 1948, Laurent Schwartz publicé una serie de
articulos exponiendo una teoria mateméaticamente coherente y completa de esta nueva herramienta,
lo que le valié la Medalla Fields en 1950. De manera independiente, la escuela rusa (I. M. Gelfand,
G. E. Shilov, S. L. Sobolev) también trabaj6 en el mismo campo, por lo cual esta considerada igual-
mente responsable de esta nueva teoria. En la actualidad, el estudio de las Ecuaciones en Derivadas
Parciales no puede entenderse fuera del ambito de las distribuciones.

Segtin acabamos de ver, intuitivamente, la Delta de Dirac en el punto ¢y (que se suele representar

por 0(t — ty)) debe verificar
it=t

0 Slt;’éto

Por supuesto, no existe una funcion tal entre las clasicas, pero si es posible definir una funcion
generalizada 6 distribucion como limite de la siguiente familia de funciones clasicas: si € > 0,

{% site[to—e, to+¢]

fo(9) = 0 sité[to—e,to+e]

Se puede comprobar que
oo sit= tg

lim f.() =
lig 7o (2) {0 Sit ot

El uso de este procedimiento no es una novedad en matematicas: por ejemplo, ha sido utilizado para
construir los nimeros reales a partir de los ntimeros racionales (todo nimero real es limite de una
sucesion de nimeros racionales). Paul Dirac utilizo esta técnica para trabajar con la Delta y definir
sobre ella diversas operaciones de interés. Por ejemplo, la integral: teniendo en cuenta que para cada
e >0,
+o00 tot+e
f-(t)dt = / —dt =1
s ‘ 2e

L0—E&
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asi defini6

+oo def +00
/ ot —to)dt = hm/ fe()dt =1

[e.e]

tal y como precisamos en el caso de la fuerza instantdnea. De la misma forma, para cada funciéon
¥ (t) continua en tg

e—0

/ S(t — to)(t)dt hm/ FOU()dt =0 sit ¢ (a,b)
b

a dif B 1 to+e B )
/b 3t — ta)u(t)dt " 1im / Rty =tim s [ gt = vt sito € (a0

()—E

gracias al Teorema del Valor Medio para el Calculo Integral.

Existen muchas otras familias de funciones clasicas que pueden ser utilizadas para definir la Delta
de Dirac en un punto ty, en diferentes situaciones segtin convenga. Algunos ejemplos son:

_ It=tol

)fe(): N

) f:(t) = owor==

) fo(t) = =5y sen(E)

(t—to) €

_(—tg)?

IV) fo(t) = g—e

Comprobemos, por ejemplo, la familia T) define la Delta de Dirac: en primer lugar, se observa que

1
fe(to) = 52 %0 cuando € — 0
£

y si t # tg, no es dificil comprobar que

1
fe(t) = %~ 0, cuandoe —0
£

Ademas, haciendo el cambio de variable y = (t — ty)/e:
+00 too 1

t—t +oo —[yl
lim fe()y(t)dt = lim —e*%w(t)dt = HH(I)/ ¢ 5 W(to + et)dy
e=0 J_ o

e—0 e—0 oo 25

+00 o=yl +oo
:/ 5 Y(to)dy = w(to)/o e Mdy = ¥(to)

—00

De manera similar se puede comprobar para el resto.
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Figura 5.2: Dos aproximaciones diferentes de la Delta de Dirac en el origen.

5.2.1.

Extensiéon del concepto de derivada

Veamos ahora como se puede extender la nocién de derivada para que sea aplicable a las distribuciones
6 funciones generalizadas como la Delta de Dirac, pero de manera que siga coincidiendo con la nocion
habitual sobre las funciones conocidas. Para ello se utiliza la siguiente idea: supongamos que tenemos

dos funciones regulares f y ¢ de clase C! en el intervalo (a, ). En virtud de la formula de integracion
por partes, sabemos que se verifica

/f’(t)w(t)dtIf(b)sO(b)—f(a)w(a)—/ F@)¢'(t)dt

Si la funcion ¢ verifica ademés que p(a) = ¢(b) = 0, resulta que

la siguiente definicion

/fwmmﬁ:—/fwdwﬁ

Notemos que el término de la izquierda de la expresion (5.2)) solamente tiene sentido si f es regular.
Sin embargo, el término de la derecha tiene sentido, aunque f no sea derivable en el sentido cléasico

(por ejemplo, es valido si f es continua a trozos en [a, b]). Teniendo este hecho en cuenta, introducimos

(5.2)

Definicién 5.2.1. Dada f una funcion (clasica o generalizada) en [a, b], se define la derivada primera
de f (en el sentido de las distribuciones) como la aplicacion lineal

dada por

f :D(a,b) — R

AV@WW@—[ﬂWWﬁ
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donde
D(a,b) = {p € C=(a,b) : sop(p) = (a,b)}

siempre y cuando la integral de la derecha esté bien definida para cada ¢ € D(a,b).

Observacmn 5.2.1. Notemos que en la definicién anterior estamos cometiendo un abuso de lenguaje
al escribir f f'(t)e(t)dt, atin cuando esta expresion (en principio) sélo tiene sentido para funciones
regulares. Para ver una definicion mas apropiada y un estudio més profundo de las distribuciones
podremos ver el capitulo 4. En tal caso podremos considerar las ¢ como funciones de soporte
compacto.

Ejemplo 5.2.1. Para empezar, vamos a calcular la derivada en el sentido de las distribuciones de la
funcion de Heaviside H(t) dada por

1 sit>0
Hit)=4{ 7
0 s1t<0

Eligiendo, por ejemplo, el intervalo de trabajo (a,b) = (—1, 1), resulta que para cada ¢ € D(—1,1)

/ H' (t)p(t)dt < / Hit /0 1 o' (t)dt = p(0) — (1) = (0)

Por otro lado, teniendo en cuenta lo que conocemos sobre la Delta de Dirac en el origen (o = 0),

sabemos que X
JRECECIEED

/1H'(t)g0(t)dt = /1 o(t)p(t)dt

para cada ¢ € D(—1,1). Se dice entonces que la derivada (en el sentido de las distribuciones) de la
funcion de Heaviside coincide con la Delta de Dirac en el origen, es decir, H'(t) = d(t).

luego concluimos que

Ejemplo 5.2.2. Dada la funciéon

| —? site(0,1)
fl(t)_{tz sitell,2)

sabemos que es derivable (en el sentido clasico) en todos los puntos, salvo en ¢ = 1 donde es discon-
tinua. Vamos a calcular ahora su derivada en el sentido de las distribuciones. En este caso, tomando
(a,b) = (0,2), por definicion, tenemos que para cada ¢ € D(0,2)

e~ [ nwgo= [ edwa- [ e
0 0 1

Integrando por partes en cada integral y usando que p(0) = ¢(2) = 0, resulta

/f1 it eolt) [~ [ 2oterit = ote) [+ [ 2ttt =
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20(1) _/01 2tgo(t)dt+/12 2t<p(t)dt:2/025(t— 1)<p(t)dt+/02g1(t)<p(t)dt

donde

q1(t) =

{—2t sit e (0,1)

ot site(1,2)

finalmente tenemos que

f1=20(t—1)+ g1(t).

Es decir, la derivada de f; en el sentido de las distribuciones viene dada por la suma de ¢; (derivada
de f1 en el sentido clasico en los puntos donde existe) méas la Delta de Dirac en t = 1 (porque ése
es el punto donde f; posee una discontinuidad de salto finito) multiplicada por 2 (porque ése es el
salto de f) en t = 1)

Observacion 5.2.2. 1) En general, es posible utilizar la misma técnica del ejemplo anterior para

1)

I11)

V)

demostrar que para cada funcion f de clase C! a trozos en un intervalo (a, b), se verifica que la
derivada de f en el sentido de las distribuciones viene dada por

F1) = (f(E) = fE))O(E = 1) + ...+ (f(t7) = f(t,))6(t — ) + 9(t)

siendo t1, . ..t, los puntos de (a,b) donde f presenta discontinuidades de salto finito y

(F'(t) site (at))
FI(t) site (ty,ts)
glt)y=1<...
f'(t) site (ta1,tn)
| f/(t)  sit€ (ta,b)

donde f'(t) designa la derivada de f en el sentido clasico en los puntos donde existe. Para verlo,
basta integrar por partes en cada subintervalo donde la funcién f es derivable.

Por supuesto, en los casos en que f es C''(a,b), su derivada en el sentido de las distribuciones
coincide con la derivada clésica, ya que al no tener f discontinuidades las Deltas de Dirac no
aparecen.

Una propiedad interesante de la derivacion en el sentido de las distribuciones es que sigue siendo
una operacion lineal, esto es, la derivada de la suma es la suma de las derivadas y la derivada
de una funcién multiplicada por una constante, viene dada por la constante multiplicada por la
derivada de la funcién. Ahora combinando los ejemplos (5.2.1)-(5.2.2) y podemos concluir que
la derivada en el sentido de las distribuiciones de 5H (t) 4 7f;(t) viene dada por 5(t) + 146(t —

Otra cuestiéon muy interesante de la nueva nocién es que puede aplicarse a funciones generali-
zadas, como por ejemplo, la propia Delta de Dirac en un punto, obteniéndose

[ 8- wea - [t - et = ~go)

—00 —00

luego '(toy) = —¢'(to)
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Figura 5.3: Dos aproximaciones diferentes de la Delta de Dirac en el origen.
Como ya vimos en el capitulo 4 es posible obtener la derivada n-ésima de una distribucion y usando
la definicion (4.1.11)) para nuestro caso particular obtenemos la siguiente definicion.

Definicién 5.2.2. Dada f una funcion (clasica o generalizada) en [a, b] , se define la derivada n-ésima
de f (en el sentido de las distribuciones) como la aplicacion lineal

f*:D(a,b) — R
dada por . .
| roewa o [ e
siempre y cuando la integral de la derecha esté bien definida para cada ¢ € D(a,b).

Observacion 5.2.3. 1) Teniendo en cuenta que las funciones ¢ son de clase C* y, por lo tanto,
derivables infinitas veces, una conclusion muy importante de las definiciones anteriores es que
las distribuciones (o funciones generalizadas) se pueden derivar infinitas veces en el sentido de
las distribuciones.

IT) Por ejemplo, podemos derivar la Delta de Dirac tantas veces como queramos, obteniendo

[ 5wt 1y [ s - w0 = (-1 )

o0 o0

IIT) Combinando los resultados anteriores y volviendo a los ejemplos ((5.2.1])-(5.2.2)) se pueden com-
probar sin mucha dificultad las identidades siguientes:

H"(t) = 08'(t), -, H"(t) = 0" (1)

M) = 20" (t — 1) 4+ 46(t — 1) + go(2)
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con

92(t) =

—2 site(0,1)
2 site(1,2)

V() =20"(t—1)+46(t—1)+40(t—1)
ysin>4
) =2""1t = 1)+ 46" 2t —1) +... +45(t — 1)

5.2.2. Transformada de Fourier y la Delta de Dirac

Uno de los temas centrales de la teoria de distribuciones desarrollada por Schwartz es ampliar el uso
de la Transformada de Fourier a distribuciones y funciones clasicas que no cumplen los requisitos
vistos en el Capitulo 3. Veamos como hacerlo, a partir de las definiciones vistas alli, entendidas en
el sentido generalizado del apartado anterior:

a) F(6(t —a))(€) = e~ Tomando a = 0 resulta que, F(5(¢))(£) =1

F(6(t—a))() < /R 5(t — a)e~ 2ty — oi2ngo (5.3)

b) F(§'(t — ))(§) = 2r&ie ¢ Tomando a = 0 resulta que, F(5(¢))(£) = 27r&i
' def 1y —i2ngt g, def . i —i2met
F('(t—a))&) = /R(S (t — a)e 2"t = /R(S(t a)dt<€ 270 dt

= 27rfi/ 5(t — a)e 2™t dt = i 2 (5.4)
R

Anéalogamente, para cada n € N, se obtiene la expresion F(0"(t — «))(§) = (2n&i) e~ 2@, To-
mando a = 0, resulta que F(6™(t))(§) = (2m&i)™.

n

Fo"(t—a))(e) < /Rén(t — a)e”2mE L = (—1)”/ S5t — a)%(e_i%&)dt

R
= (—=1)" / (—2mEN)"5(t — a)e At = (2m&i) e 2T (5.5)
R
¢) Con la misma filosoffa, F~1(6(£ — a))(t) = €™ | o equivalentemente, F(e*™) (&) = §(€ — a).
e T (5.6
R

En particular, haciendo o = 0, se llega a F1(6(£))(t) =1 6 F(1)(§) = 6(€). Usando la expresion
integral de la Transformada de Fourier, estas identidades se pueden expresar como

/6—27rit(§—a)dt _ 5(5 . O[) y /G—QWit(ﬁ)dt — 5(5)
R

R
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d) FHd'(E—a)(t) = —2mite*™ 6 F(te®™*)(§) = 5-0'(§—a). En particular, con o = 0 F~(8'(€))(t) =
—2mit 6 F(t)(§) = 5=0'(€).

FU(E—a))(0) Y /R 5(€ — a)eilde = /R (e a)%(eﬂ“f)dﬁ _

=— / §(€ — a)2mite®™d¢ = —2rite™™ (5.7)
R

Analogamente, para cada n € N, se deduce la expresion

l

FIME—a)(t) = (~2mit)"e™™ 6 F(t"e>)(€) = (1-)"5" (€ — a) (5.9)
FAEE - a))(H) Y / 5 (€ — a)emEdE = (—1)" / (¢ a>%<ei2”tﬁ>da _

= (-1)" / §(€ — ) (2mit) e ™ d¢ = (—2mit)" e
R
Nuevamente, considerando el caso particular a = 0, llegamos a que
i

FHME)) = (=2mit)" 6 F(t")(€) = (5-)"0"()

Usando la linealidad, podemos obtener entonces la Transformada de Fourier (generalizada) de

cualquier polinomio:
n

Flatat+ ... +at)(©) =Y an(o) " (€) (5.9)

2T
k=0

5.2.3. Otras Propiedades de la Delta de Dirac
1. Para cada funcion ¢ € C*°(R), se verifica ¢(t)d(t —to) = ¢(to)d(t —to). En particular, ¢(¢)d(t) =
#(0)0(t) y (t —to)"0(t —ty) =0, sin > 0.

/R B(1)3(t — to)o(t)dt = B(to)plto) = / O(t0)5(t — to)o(t)dt.

Tomando ¢ty = 0, se tiene por ejemplo que t6(t) = 0, lo cual resulta sorprendente, porque la
tinica solucion clasica de la ecuacion tz(t) = 0 es z(t) = 0, mientras que en el espacio de las
distribuciones tendriamos infinitas soluciones de la forma x(t) = Cd(t), para cada C € R.

2. Para cada funcion ¢ € C(R), se verifica 6(t — to) * ¢(t) = o(t) x 0(t — to) = P(t — tp). En
particular, 0(t) x ¢(t) = ¢(t) x5(t) = &(t), es decir, la Delta de Dirac en el origen es el elemento
neutro para el producto de convolucién

(5(t — to) % B(1))(s) = / 5(t— 5 — to)b(s)ds = o(t — to)

(6(t) * 8t — to))(s) = / Ot — 5)3(s — to)ds = B(t — to)
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Notemos ademas que si tg > 0y ¢(t) = 0 para cada t < 0, se verifica

Ot —to) % &(1) = {213 sit <ty
3. Se verifica la identidad
td'(t) = —o(t)
va que para cada ¢ € D(—1,1), se satisface
1 1 1 1
[ et = [ seeeoyie=- [ s+ @i = —p0) = - [ soe
-1 —1 —1 -1

Series de Fourier y la Delta de Dirac

5.2.4.
Para empezar, podemos utilizar las expresiones vistas en el Capitulo 2 (ver (2.20)-(2.21))) para obtener
el desarrollo en serie de Fourier de la Delta de Dirac en un punto t =ty € (—m, 7):
1 [" 1
ay, = —/ d(t — to) cos(nt) = — cos(nty), n=0,1,2... (5.10)
) . ™
1 [" 1
b, = — d(t — to) sen(nt) = —sen(nty), n=1,2,3... (5.11)
T ) . T
de donde se llega a la identidad
St —tog) = ! + — ! i to) cos(nt) + sen(nty) sen(nt))
— (cos(nty) cos(n sen =
0) =5t 2 0 0
(5.12)

_ 1 +%icos(n(t —ty)), te€(-m,m)

Notemos que los coeficientes a,, y b, no verifican (en general) la propiedad de tender hacia 0 cuando
n — 0o, porque la Desigualdad de Bessel deja de tener sentido en este contexto.

Como consecuencia de (5.12)) extendida por periodicidad, se llega a que

o
ZCOS t—to

n=1

Utilizando las formulas analogas a (5.10))-(5.11) para §'(t — to), obtenemos otras identidades igual-

mente interesantes

teR (5.13)

3| -

- 1
Zé(t—(to—f—Ql{?ﬂ' :2—+

(5.14)

1 [e.9]
"t —to) = — Zn sen(ntg) cos(nt) — cos(ntg) sen(nt)), t € (—m, )

:1

n=1

Z 8 (t — (to + 2km)) = % Z n(sen(nty) cos(nt) — cos(nty) sen(nt)), t & (—m,m) (5.15)

n=1
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Figura 5.4: Aproximacion de Fourier para la Delta de Dirac y su derivada en el origen.

La figura (5.4) muestra las sumas parciales (con cincuenta términos cada una) de las series de

Fourier asociadas a la Delta de Dirac en el origen y su derivada en [—7, 7|, aunque representadas
en el intervalo [—3m, 37]. Por supuesto, se pueden obtener expresiones analogas para la derivadas de
orden superior.
Otra cuestion interesante tiene que ver con la relacion que existe entre la serie de Fourier de f'(t)
y la derivada de la serie de Fourier asociada a f(t). Vamos a ver que en ocasiones coinciden y que
en otros casos no. Para fijar ideas, supongamos que f(t) es una funcion C* a trozos en [—m, 7], que
tiene eventualmente una discontinuidad de salto finito en un punto t; y que existe f’(¢) para cada
t # t1. Como hemos hecho anteriormente, denotamos

o(6) = {f’(t) site(—mt)

F1(t) site (ty,m)

Vamos a estudiar la relacion existente entre los coeficientes de Fourier asociados a f y g, que desig-
naremos por (a,,b,) v (a b)), respectivamente. Integrando por partes las expresiones iniciales se

n-n
sigue que

ty= [ o= ( | rwas [ f’(t)dt) = L(707) — F=r) + fx) — £(E)). (5.16)

T J-x

a, = %/_ﬂ g(t) cos(nt)dt = % (/_tl 1 (t) cos(nt)dt + /t7T 1'(t) Cos(nt)dt) =
— % f(t)cos(nt) [ +n _tl f(t)sen(nt)dt + f(t) cos(nt) |f, +n /tﬂ f(t) sen(nt)dt) = (5.17)
- %((f(tl‘) — f(t])) cos(nty) + (f(zm~) — f(=7")) cos(nm)) + nb,. n=1,2,...
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b, = %/:g(t) sen(nt)dt (/ f'(t) sen(nt)dt —l—/ f'(t) sen nt)dt)

= % <f(t) sen(nt) [ —n/ f(t) cos(nt)dt + f(t)sen(nt) |7 —n/ F(t) cos nt)dt) (5.18)

sen(nt)

- — (ft)) — fEN))na, n=1,2,...

Teniendo en cuenta las expresiones ((5.16)-(5.18)), se llega a las siguientes conclusiones:

1. Si f es continua en t; y f(—7nt) = f(n7), la serie de Fourier de g coincide con la derivada
(término a término) de la serie de Fourier asociada a f, ya que

= 50 i (@, cos(nt) + b, sen(nt)), Vt e (—m, ),
mientras que
g(t) = %6+§:(a; cos(nt)+b), sen(nt)) = i(—nan sen(nt) +nb, cos(nt)), Vt € (—m,m),t #1,
n=1 n=1
dado que ay =0, a,, = nb, y b, = —na,.

2. Si f no es continua en t;, pero f(—n") = f(7~), la serie de Fourier de la derivada de f en el
sentido de las distribuciones coincide con la derivada (término a término) de la serie de Fourier
asociada a f en (—m, ), ya que

= 50 Z a, cos(nt) + b, sen(nt)), Vt € (—m,m),t # t,
mientras que usando (5.12) se tiene

g(t) = %6+Z(a’n cos(nt)+b), sen(nt)) = (f(ty)—f(t)(0(t—t1))+> _(—nay sen(nt)+nb, cos(nt))

n=1 n=1
o equivalentemente,

o0

F1() = g(t) + (f(t7) = f(E1)8(t —t1) = > _(—nay sen(nt) + nb, cos(nt))

n=1

3. Si f no es continua en t; y f(—7n") # f(77), aparece ademas otra Delta de Dirac:

Z a,, cos(nt) + b, sen(nt)) =

l\.’)lo\

= (f(t7) = F(EN)S(E —t1) + (f(x7) = f(=n)5(t = m) + Y _(~nay sen(nt) + nb, cos(nt))

n=1

que se corresponde con la discontinuidad de salto finito que aparece en los miltiplos de 7,
cuando se extiende la funcion f por periodicidad.
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Ejemplo 5.2.3. Podemos comprobar que
= 2((=1)" -1
It = g + ;1: % cos(nt), Vit € (—m,7)

Como f(t) = |t| es continua y de clase C' a trozos en [—7, 7] y ademés f(n) = f(—m), obtenemos el
desarrollo en serie de Fourier de la funcion g(t) = signo(t), sin mas que derivar término a término la
expresion anterior:
-1 site (-0
= 51— (1) e
Z ——— % sen(nt) =<0 site{—m0,7}
™m

n=1 1 site(0,nm)
Si queremos seguir derivando ahora esta expresion en el sentido de las distribuciones, nos encontramos
que

OESS &W_m) cos(nt), Vt e (—m, ).

A partir de esta identidad extendida por periodicidad a todo R, se llega a que

i(—l)’“d(t — kr) = i w cos(nt), vt eR.

Y si seguimos derivando

— Z M sen(nt), Vt e (—m,m).

n=1
Z( )56 (t — k) Z n((=)" = 1) sen(nt), VteR.
—00 n=1

5.2.5. Las EDP y la Delta de Dirac

1. Al comienzo se este capitulo se estudiaron algunas aplicaciones de la transformada de Fourier a
la resolucion de distintas EDP, cuando el dominio espacial es R. Mas concretamente, resolvimos
el problema de difusiéon del calor en un alambre infinito, conociendo la temperatura inicial en
cada punto.

(PC) ur(z,t) — Upe(x,t) =0 x€R, t >0 Ec. de Calor
u(z,0) = f(x) reR Condicién inicial

obteniendo que la solucién viene dada por

1 y2 . 1 (zy
at) = flo)x—a=e ¥ = o= [ ey = o= [ ey

Como se aprecia, en la expresion anterior tiene un protagonismo destacado la funcion

1 o2
E(z,t) = \/mefﬂ
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que se denomina ntcleo gaussiano ¢ solucién fundamental de la Ec. del Calor. Conside-
rando que t juega el papel del parametro que tiende hacia 0, no es dificil identificar la funcién
anterior como una de las familias de la seccion 5.2 que definen la Delta de Dirac en x = 0 en
el sentido de que

E(z,t) — §(z), cuandot — 0

2. De manera similar puede decirse de la solucion del problema eliptico en un semiplano

(PD) Uyy (2T, Y) + Uge(2,y) =0 2 €R, y >0 Ec. de Laplace
u(z,0) = f(x) reR Condicion de contorno

cuya solucion quedaba expresada como

Yy Yy
u(z,y) :f(x)*cnm :cn/Rf(x—z)—zz_l_dez

En este caso, la funcion

P(z,y) = Cnm
es la que juega un papel fundamental en la resolucion del problema y de manera similar a lo
que pasaba en el caso anterior, considerando ahora que y es el pardmetro que tiende hacia 0,
se puede identificar esa funciéon como otra de las familias de la seccién 5.2 que definen la Delta
de Dirac en x = 0, tomando ¢, = 1/7

P(z,y) = 0(z), cuandoy — 0

Observacién 5.2.4. Podemos comprobar que el nticleo de Gauss es solucion del problema de con-

torno
{Et—Em:O 2R, y>0

E($,0):50 reR

donde dy es el delta de dirac en 0. El nombre de solucion fundamental del calor se debe a que a través
de ella podemos calcular la solucion del problema de contorno (PC) con datos muy generales.
Como ya se dijo la solucion de (PC) puede ser expresada como

u=FExf
» F(t) — 09 cuando t — 0 luego u(t) — f, cuando t — 0 para casi todo punto = € R.

= Por las propiedades de convolucién tenemos que
y utilizando el teorema de convergencia dominada se cumple

U = Et Xx f
luego u es soucion del (PC).
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Observacién 5.2.5. De la soluciéon de la ecuacion del calor se deducen otras propiedades. Todas
ellas admiten claras interpretaciones fisicas y obedecen, efectivamente, al comportamiento habitual
en un proceso de difusion. Mencionaremos algunas.

» Principio del maximo: Si f > 0 entonces u > 0y en realidad u > 0 en R"(0, 00) salvo que

f=0.

Esto es una consecuencia inmediata del hecho que £ > 0.

= Velocidad infinita de propagacion. Esta propiedad se deduce de la anterior. Consideramos
como dato inicial f = f(z) una funcién no-negativa y de soporte compacto, por ejemplo
f(x) = x(=1,1), la funcién caracteristica del intervalo (—1, 1). La propiedad anterior demuestra
que u > 0 en todos los puntos x € R y en un tiempo ¢ > 0 arbitrariamente pequeno.
Esto demuestra que la informacién se propaga a velocidad infinita en el modelo que la ecuacion
del calor representa. Este hecho suele utilizarse frecuentemente para cuestionar la validez del
modelo pues la experiencia demuestra que el calor no se propaga a velocidad infinita. Existen
de hecho algunas variantes de la ecuacion del calor que corrigen esto utilizindola denominada
ecuacion de medios porosos

up — (u™)ze =0

donde m > 1. Observemos que la ecuaciéon del calor corresponde al caso m = 1.
Un anélisis cuantitativo de este hecho muestra que este efecto de propagacion a velocidad
infinita es sumamente moderado.
Con el objeto de analizarlo consideremos con un poco mas de detalle el caso en que f = y(—1, 1).

Entonces
lz—y|2

(1) = [Blo, )+ f(2)] = (4rt)~12 / =y,

-1

De esta expresion se observa que u(x,t) > 0 en todo punto.
Por otra parte, si |z| > 2, |x — y| > |z| — 1 para todo y € (—1,1) por lo que

by b a2 —(1—|z])?
e 4t dy < e~ 4t dy = Qe @ .
-1 —1

—(1—]x])?
4t

Por lo tanto

lu(z, )| < (7t)~%e VeeR:|z|>2, Vt>0.
De esta expresion se deduce que, para todo t > 0, la funcion u(z,t) tiende exponencialmente a
cero cuando |z| — oco. Por tanto, si bien el efecto de una fuente inicial de calor f = x(—1,1)

localizada en el intervalo (—1,1) se percibe instantaneamente en toda la recta real, este es
exponencialmente pequeno para los puntos que estan lejos de esa fuente inicial de calor.

» Efecto regularizante . Como E(z,t) € C*°(R") y ademas es acotada para todo ¢t > 0, de las
propiedades elementales de la convolucion deducimos que

u=FE(z,t)* f(x) e C*(R"), 7t>0

para todo f € L*(R™).

Por lo tanto, a pesar de que la ecuaciéon del calor arranque de un dato inicial f meramente
integrable (es decir integrable Lebesgue), la solucion se hace infinitamente regular en un tiempo
arbitrariamente pequeno.
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5.3. Las EDP y el problema no homogeneo

En la practica los problemas que en la vida real se plantean que son susceptibles a ser modelados
mediante EDP no s6lo tiene como dato la configuracion inicial del sistema sino también las fuentes
o fuerzas que pueden modificar, perturbar o determinar su dindmica temporal esto nos conduce al
problema no homogéneo.

En el caso de la ecuacion del calor el problema correspondiente es de la forma

u(z,t) — uge(z,t) = g(x,t) xz€R, y >0 Ec. de calor no homogéneo

(PCNH) .
u(z,0) = f(x) r€eR Condicion de contorno

En este sistema f(x) describe la distribuciéon inicial del calor mientras que g(z,t) es una fuente
externa que varfan en tiempo con una distribuciéon desigual en espacio.

Para resolver este sistema tenemos la combinacion de la TF y de la clasica formula de variacion de
parametros para EDO, una vez mas supondremos que todas las funciones que aparecen en el sistema
nos permiten realizar los calculos que efectuaremos en adelante y asi obtener la solucion (PCNH).
Resolver el sistema (PCN H) sera equivalente a resolver los siguientes sistemas

(1) {vt(m,t) — Uge(x,t) = g(2,t) z€R, y>0
v(z,0) =0 reR

2 wt(x,t): Wer(2,8) =0 2 €R, y>0
w(z,0) = f(x) reR

luego por superposicion de soluciones
U=0+w

donde v es soluciéon de (1) y w es solucion de (2). Veamos que efectivamente esto se cumple
u(z,t) = v(z,t) + w(z,t)
U = V¢ + Wy
Uzy = Vgz + Wy

luego

Ut — Ugy = (Ut + wt) - (Ua:x + wxm)

U — Ugy = (Ut - Umx) + (wt - w:p:v)

N J N S

g(a.t) 0
u(z,0) = v(z,0) +w(z,0)
0 f(x)

La solucion del sistema (2) ya lo hemos encontrado anteriormente y esta dado por

w= E(x,t) * f(z)
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Para el sistema (1) primero aplicaremos la TF en la variable x para reducirlo a una EDO no homo-
génea y la solucion la buscamos por el método de variacion de parametros con lo cual el sistema nos
quedaria

V(£0)=0 £eR

sin pérdida de generalidad esto es lo mismo que resolver el sistema tomando xy =0

{14 (=AW = §(&t) TER, >0

Vi — (—4m*)V = g(&t) z€R, t>0
V(&,0) =z ER

pero encontrar la solucion de este sistema es encontrar
V=V+V,

donde V3, y V), son la solucion homogénea y particular respectivamente, para encontrar V}, considere-

mos §(&,t) = 0 cuya solucion después de imponerse la condicion inicial sera
Vy = moe 7 E

luego cuando §(&,t) # 0 buscamos una solucion de la forma (queremos encontrar nuestra solucion
particular)
V= 6_4”252ty(t)

donde y(t) debe cumplir
22621 A
y'(t) =™ g(x,t), y(0) =

de donde deducimos que
t
y(t) = / 64”2528§(x, s)ds +
0

solo resta escribir V), con los datos encontrados

t
‘/p — 6—47r2§2t (/ 64w2§25§(1’,5)d8+xo>
0

luego la solucion del sistema (1) estarad dado por V =1V}, +V,

t
V — x0€—4ﬂ'2£2t + 6—47r2§2t (/ 6471—2528‘@(37, S)dS + I,Q)
0

t
V= </ e UmETITEN (1, 5)ds + 64”2’52%0)
0
como xo = 0 tenemos que

t
V:/ e g(x, 5)ds
0

finalmente aplicando TF inversa y usando las propiedades del producto convolucion del capitulo 3 y
por el corolario (3.2.19))

t
v:/ E(xz,t —s)*g(x,s)ds
0
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Ahora estamos en condiciones de dar una expresion al solucion del (PC'N H) recordemos que
u=w-+v

luego u(x,t) f
w(z,t) = Bz, t) = f(z) + (/O E(z,t—s) g(x, s)ds)

En la solucion se puede observar en el primer término la distribucién inicial de la temperatura
mientras que el segundo incorpora la contribuciéon de la fuente externa, esta es una media temporal
de expresiones de la forma FE(x,t — s) * g(x, s) que son en realidad las soluciones de la ecuacion del
calor en el instante ¢ — s que arrancan en el dato inicial g(s). Vemos pues que la contribucion de un
segundo miembro en la ecuaciéon es semejante a la del dato inicial promediada en tiempo.

5.4. Conclusion

Vimos la aplicacion de la TF a problemas de contorno, definidos en dominios no acotados y cémo
transforma las EDP en EDO.

Si bien no garantizamos la unicidad de las soluciones encontradas, ya que para ello necesitaremos
abordar las EDP y los problemas de contorno con conceptos més generales como el de hipersuperficies
, el teorema de Cauchy-Kovalevskaya o el teorema de de Holmgren.

Gracias a la soluciones encontradas podemos analizar sus propiedades que admiten interpretaciones
claramente fisicas como son las de:

= velocidad infinita de propagacion.

= efecto regularizante.
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Apéndice

5.5. Apéndice Definiciones y Conceptos Usados

Definicién 5.5.1. Producto Interno 6 Escalar
Sea V' un espacio vectorial asociado a un cuerpo K, con una funcion (,) : V. xV — C es un producto
interno si cumple:

L. Yu,v € V : (u,v) = (v,u)
2. Yu,v,w e VA € K (Au+v,w) = A (u,w) + (v,w)
3. VueV:(u,u) >0siu#0

Definicién 5.5.2. Espacio Pre-Hilbert
Todo espacio vectorial V' en el cual es posible definir un producto interno, se llama Espacio Pre-
hilbert.

Definicién 5.5.3. Norma de un Vector
La norma inducida por ( ,) viene definida por

lull = v/ (u,u), VueV.

Definicién 5.5.4. Funciones Casi-Continuas
Sea I = [a,b] C R, a < b. Diremos que una funcion f es casi-continua en [ si existen zg, z1,...,2, € [
tales que a = xg < x1...2T,-1 < x, = b, f restringida a (x;, z,41) es continua y existen los siguientes
limites lim f(z)y lim f(z) paratodoi=0...n—1.

x%x;r m%z;rl
Las funciones continuas son un caso particular de las funciones casi-continuas.
El conjunto de todas las funciones casi-continuas constituyen un espacio vectorial. Podemos extender
el concepto de las funciones casi-continuas a intervalos infinitos y extender también el ntimero de
puntos aislados a un nimero infinito numerable.

Definicién 5.5.5. Sea V = L?(R"), esto es, el espacio vectorial de las funciones medibles Lebesgue
de cuadrado integrable. Se define en V' el siguiente producto interno:

(fr9)=[ [f@)g(x)dx Vf geV
RTL
Notemos que en L?(R™) dos funciones que coinciden en todo R” salvo en un conjunto de medida nula
se consideran iguales. Por lo tanto, el elemento neutro es la funcién que se anula en casi todo punto

de R™.
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El concepto de conjunto ortogonal de funciones es una generalizacion del concepto de conjunto
ortogonal de vectores, una funcion puede considerarse como un vector generalizado.

o0

Definicién 5.5.6. Diremos que el conjunto {¢,} ~,

n # m.

C V es ortogonal si (p,,¢,) = 0 para todo

Definicién 5.5.7. Conjunto Ortonormal de Funciones
Diremos que {¢,} -, C V es ortonormal si (¢,, ¥m) = Onm, donde 0,,, es el delta de Kronecker

definido por
5, = {O n#m
’ 1 n=m,

para todo n,m.

Definicién 5.5.8. Conjunto Total o Completo

Sea X un subconjunto de un espacio pre Hilbert Vel espacio generado por X es el conjunto de todas
las combinaciones lineales finitas de elementos de X y es denotado por (X).

Diremos que X es total o completo si (X) =V, esto es, Yu € V, o, € (X) tal que ||a,, — ul| — 0,
cuando n — oo.

Definiciéon 5.5.9. Espacio de Hilbert
El espacio pre Hilbert H, es un espacio de Hilbert si es completo con respecto a la norma heredada
del producto interno.

Observacién 5.5.1. Sea {g,} —, un sistema ortogonal de funciones de V. Si ||g,|| # 0, Vn € N
definimos ¢, = ||gn|~" gn, ¥n € N. Luego, el sistema {0, }°°; es ortonormal.

Definicién 5.5.10. Suma parcial de Fourier
Sea {¢n},cy Una sucesion ortonormal en V. La suma parcial de Fourier respecto a {¢n}
elemento u € V se define por

neN de un

m

O = g cjpj ,con ¢ = (u,p;).
i=1

Definicién 5.5.11. Serie de Fourier Generalizada
Sea {@,} -, un sistema ortonormal de funciones en V' completo. Entonces, para cada f € V

f = Z Cn¥n
n=1

es la serie de Fourier generalizada donde ¢,

o= / Zf(lv)son(x)dw

es llamado el coeficiente de Fourier n-ésimo de f con respecto a {¢,} ;.

Definicién 5.5.12. Sea I C R un intervalo y sea {f,} una sucesion de funciones f, : I — R.
Definimos las funciones S,, : I — R por S,,(x) = Z fn(z). Decimos que la serie Z fn converge a
n=1

n=1

f:I—R,
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1. uniformemente, si para cada ¢ > 0 existe ng(¢) € N tal que si n > nyg, entonces | f,(x) — f(z)| <
e, para todo x € I;

2. puntualmente, si para cualquier z € [ y € > 0 existe ng(e,z) € N tal que si n > ng, entonces

[fn(z) — fz)] <&

y escribimos
[e.e]
> fale) = f(a).
n=1
Teorema 5.5.1. Criterio M de Weierstrass Sea {f,} una sucesion de funciones f, : I — R y
sea {M,} C R una sucesion de nimeros positivos que verifica las siguientes condiciones:
1. para cadan € N y para cada x € 1, |fn(x)| < M,,
2. la serie Y~ | M, converge.

Entonces existe una funcion f : I — R tal que, para todo v € I la serie Y, f,(x) converge
(absolutamente) a f(x). Ademds, la serie Y | f, converge uniformemente a f.

Teorema 5.5.2. Convergencia Dominada Sea E C R" medible Lebesgue. Sea {f,} una sucesion
de funciones medibles de E en R, g una funcion integrable no negativa en E, y f : E— C, de modo
que

1. para todo n € N, |f,(x)| < g(x) para casi todo x € E.

2. para cast todo x € B, f(x) = lim f,(x)
n—oo

n—oo

Entonces f es integrable y / f=1lm [ f,
E E

Se dice que A es de primera categoria en E cuando A esti contenido en una unién numerable
de subconjuntos cerrados de E que tienen todos interior vacio. En otro caso se dice que A es de
segunda categoria en F.

Teorema 5.5.3. Categoria de Baire. St E es un espacio métrico completo, o un espacio topoldgico
localmente compacto, entonces todo subconjunto abierto no vacio de E es de sequnda categoria en
E. En particular, E es de sequnda categoria en si mismo. Todo conjunto de primera categoria en E
tiene interior vacio.

Teorema 5.5.4. Grdfico Cerrado. Sean X eY espacios de Banach, y seaT : X — Y un operador
lineal. Las siguitentes condiciones son equivalentes:

1. T es continuo.

2. T es cerrado.
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Definicién 5.5.13. Sea E un K-espacio vectorial y sea T una topologia sobre E. Se dice que T es
compatible con la estructura de espacio vectorial de E si las aplicaciones

ExE—E , KxE—E
(x,y) =z +y (N z) = Az

son continuas. El espacio (E,7) dotado de dicha estructura se llama espacio vectorial topoldgico
(e.v.t.).

Definicién 5.5.14. Sea E un espacio vectorial topologico con topologia 7 decimos que es local-
mente convexo si existe una base local B cuyo elementos son convexos.

Definicién 5.5.15. Un espacio E localmente convexo, se llama metrizable si existe una métrica en
E tal que la topologia original de E coincide con la definida por la métrica.

Teorema 5.5.5. Criterio de Kolmogorov. Sea E un espacio vectorial topoldgico localmente con-
vexo, son equivalentes

1. E es normable.

2. E es separable y existe un entorno acotado del origen.
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